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Abstrakt
C´ılem prˇedkla´dane´ pra´ce je vytvorˇen´ı ucelene´ publikace zaby´vaj´ıc´ı se vlastnostmi, rˇesˇen´ım
a studiem chova´n´ı dynamicky´ch syste´mu˚ model˚u mechanicky´ch konstrukc´ı.
U´vodn´ı pasa´zˇ teoreticke´ cˇa´sti pra´ce prova´z´ı cˇtena´rˇe nejprve problematikou popisu de-
terministicky´ch model˚u, prˇedkla´da´ zp˚usoby numericke´ho rˇesˇen´ı a zkouma´ jeho stabilitu.
Rozebra´ny jsou rovneˇzˇ mozˇne´ varianty zat´ızˇen´ı, tlumen´ı a odezvy dynamicky zat´ızˇene´ kon-
strukce.
V navazuj´ıc´ıch kapitola´ch je podrobneˇ pojedna´no o zp˚usobech sledova´n´ı vy´voje dyna-
micky´ch syste´mu˚ a mozˇnostech identifikace nelinea´rn´ıch a chaoticky´ch projev˚u. Pozornost
je veˇnova´na take´ zp˚usob˚um zobrazova´n´ı a barevny´m prostor˚um jako nezbytny´m na´stroj˚um
pro zkouma´n´ı citlivy´ch a slozˇity´ch syste´mu˚. Teoreticky´ za´klad pra´ce uzav´ıra´ u´vod do oblasti
frakta´ln´ı geometrie.
Diplomova´ pra´ce da´le pokracˇuje aplikac´ı uvedeny´ch poznatk˚u a ukazuje prˇ´ıstup k nume-
ricke´ simulaci a studiu model˚u rea´lny´ch konstrukc´ı. Nejprve je cˇtena´rˇ sezna´men s modelem
jednoduche´ho rota´toru jako nejjednodusˇsˇ´ım numericky´m modelem splnˇuj´ıc´ım podmı´nky
existence jevu deterministicke´ho chaosu. Na´sleduj´ıc´ı model dvojite´ho rota´toru ukazuje na
proble´my pozorova´n´ı syste´mu s v´ıce stavovy´mi promeˇnny´mi.
Jako prˇ´ıklady model˚u rea´lny´ch konstrukc´ı s mnoha stupni volnosti konecˇneˇ slouzˇ´ı modely
vetknute´ho a volne´ho prutu. Tyto modely v jesˇteˇ veˇtsˇ´ı sˇ´ıˇri ukazuj´ı, zˇe jednoznacˇne´ nebo
alesponˇ dostatecˇneˇ vypov´ıdaj´ıc´ı sledova´n´ı vy´voje deterministicke´ho syste´mu sta´va´ se u´kolem
slozˇity´m, vyzˇaduj´ıc´ım d˚uvtipny´ prˇ´ıstup.
Kl´ıcˇova´ slova
Dynamicke´ syste´my, deterministicky´ chaos, frakta´ln´ı geometrie, fyzika´ln´ı diskretizace,
metoda tuhy´ch d´ılc˚u, Lagrangeovska´ a Hamiltonovska´ mechanika, pohybove´ rovnice,
nekonzervativn´ı zat´ızˇen´ı, velke´ deformace.
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Abstract
The aim of the presented thesis is to create a compact publication which deals with pro-
perties, solution and examination of behavior of dynamical systems as models of mechanical
structures.
The opening portion of the theoretical part leads the reader through the subject of
description of dynamical systems, offers solution methods and investigates solution stability.
As the introduction proceeds, possible forms of structure loading, damping and response are
presented.
Following chapters discuss extensively the possible approaches to system behavior ob-
servation and identification of nonlinear and chaotic phenomena. The attention is also paid
to displaying methods and color spaces as these are essential for the examination of complex
and sensitive systems. The theoretical part of the thesis ends with an introduction to fractal
geometry.
As the theoretical background is laid down, the thesis proceeds with an application of
the knowledge and shows the approach to numerical simulation and study of models of
real structures. First, the reader is introduced to the single pendulum model, as the simplest
model to exhibit chaotic behavior. The following double pendulum model shows the obstacles
of observing systems with more state variables.
The models of free rod and cantilever serve as examples of real structure models with
many degrees of freedom. These models show even more that a definite or at least sufficiently
relevant monitoring of behavior of such deterministic systems is a challenging task which
requires sophisticated approach.
Keywords
Dynamical systems, deterministic chaos, fractal geometry, physical discretization, rigid
element method, Lagrangian and Hamiltonian mechanics, equations of motion,
non-conservative load, large deflections.
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Kapitola 1
U´vod
Tato pra´ce je vytvorˇena se za´meˇrem poskytnout cˇtena´rˇi celistvy´ materia´l, jehozˇ obsah shr-
nuje znalosti o chova´n´ı dynamicky´ch deterministicky´ch syste´mu˚ a metody vysˇetrˇova´n´ı jejich
vy´voje v cˇase. Studium zvolene´ho te´matu se op´ıra´ o vy´sledky ba´da´n´ı mnoha veˇdn´ıch obor˚u,
zejme´na teorie dynamicky´ch syste´mu˚ a teorie deterministicke´ho chaosu.
Jakkoli je konecˇny´ c´ıl pra´ce zu´zˇen na modelova´n´ı a studium dynamicky´ch model˚u me-
chanicky´ch konstrukc´ı, bylo by zcela jisteˇ chybou ignorovat za´sadn´ı souvislosti mezi zda´nliveˇ
vzda´leny´mi obory a kvalitativn´ı podobnosti mezi te´maticky odliˇsny´mi modely. Jev nelinearity
a deterministicke´ho chaosu totizˇ, jak uka´zal vy´voj posledn´ıho stolet´ı, lze kolem na´s pozoro-
vat bezdeˇcˇneˇ a patrneˇ nejcˇasteˇji. Z hlediska deterministicky´ch model˚u postacˇuje pro vznik
chaosu splneˇn´ı pouze nemnoha prˇedpoklad˚u a chaoticky´ vy´voj tak nasta´va´ i u prˇekvapiveˇ
jednoduchy´ch model˚u.
1.1 C´ıle pra´ce
Ve stavebn´ı praxi je prˇirozena´ snaha omezit u´cˇinky dynamicke´ho chova´n´ı konstrukc´ı. Nicme´neˇ
je trˇeba mı´t na pameˇti, zˇe obecneˇ by tato snaha nemeˇla ve´st k omezuj´ıc´ım prˇedpoklad˚um
jizˇ prˇi tvorbeˇ matematicke´ho modelu konstrukce nebo k prˇ´ıliˇs zjednodusˇene´mu zp˚usobu
vysˇetrˇova´n´ı chova´n´ı modelu. Toto plat´ı zejme´na v prˇ´ıpadeˇ model˚u mechanicky´ch konstrukc´ı,
jenzˇ slouzˇ´ı v postkriticke´m stavu a mohou kmitat v oblasti velky´ch deformac´ı.
Teoreticky´ za´klad pra´ce poskytuje cˇtena´rˇi prˇehled o mozˇne´m zp˚usobu vytva´rˇen´ı dy-
namicky´ch model˚u a jejich numericke´m rˇesˇen´ı. Prˇedevsˇ´ım ale ukazuje metody sledova´n´ı
a rozpozna´va´n´ı nelinea´rn´ıch jev˚u. Navazuj´ıc´ı kapitoly pojedna´vaj´ı o aplikaci prˇedneseny´ch
metod na konkre´tn´ı numericke´ modely a diskutuj´ı obdrzˇene´ vy´sledky.
Cˇtena´rˇ by tak meˇl opousˇteˇt prˇedstavu chaosu jako nezˇa´douc´ıho zp˚usobu chova´n´ı a postup-
neˇ si osvojit na´stroje k jeho studiu. Chaoticke´ chova´n´ı totizˇ, jak uvid´ıme, je sice vpravdeˇ
podivne´, ale nedostatkem rˇa´du se nutneˇ nevyznacˇuje, viz obra´zek 1.1.
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Obra´zek 1.1: Poincare´ho mapa trajektorie jednoduche´ho rota´toru.
1.2 Filozofie pozna´n´ı
Ve sve´ knize Struktura veˇdecky´ch revoluc´ı (1962), viz [16], publikoval americky´ teoretik veˇdy
Thomas Samuel Kuhn tvrzen´ı, zˇe veˇdecke´ pozna´n´ı se nevyv´ıj´ı postupny´m hromadeˇn´ım
znalost´ı, ale deˇje se skokoveˇ, vzˇdy ve dvou kvalitativneˇ odliˇsny´ch obdob´ıch veˇdecke´ aktivity.
Prvn´ı obdob´ı oznacˇene´ jako obdob´ı norma´ln´ı veˇdy vyuzˇ´ıva´ obecneˇ uznany´ model pozna´n´ı,
takzvane´ paradigma1. Na´plnˇ cˇinnosti veˇdc˚u je podle Kuhna rˇesˇen´ı ha´danek, neboli apli-
kace paradigmatu, jenzˇ je veˇdecky a spolecˇensky prˇijate´, na objasneˇn´ı proble´mu˚ sve´ doby.
Obdrzˇene´ rˇesˇen´ı proble´mu by pak idea´lneˇ meˇlo by´ti bl´ızko pocˇa´tecˇn´ım ocˇeka´va´n´ım do te´
mı´ry, aby spolecˇnosti necˇinilo obt´ıˇze mu uveˇrˇit.
Anoma´ln´ı vy´sledky jsou zpocˇa´tku prˇicˇ´ıta´ny chybeˇ veˇdce. S jejich hromadeˇn´ım se vsˇak
sta´va´ zrˇejmy´m, zˇe mozˇnosti soucˇasne´ho paradigmatu se zacˇ´ınaj´ı vycˇerpa´vat. Tehdy zacˇ´ına´
nar˚ustat tlak na vysveˇtlen´ı proble´mu˚ mimo dosah soudobe´ veˇdy, podle Kuhna nasta´va´
veˇdecka´ revoluce. Platnost soucˇasne´ho paradigmatu je zpochybneˇna a je trˇeba prˇijmout po-
hled sˇirsˇ´ı, ktery´ poskytne na´stroj pro vysveˇtlen´ı anoma´li´ı i dalˇs´ı ba´da´n´ı.
A pra´veˇ skromne´ prˇedpoklady nutne´ pro vznik chaoticke´ho rˇesˇen´ı vedly na prˇelomu
19. a 20. stolet´ı k dalˇs´ı nevyhnutelne´ zmeˇneˇ pohledu na sveˇt. Existenci chaoticke´ho chova´n´ı
doka´zal Henri Poincare´ v roce 1899 prˇi studiu modelu trˇ´ı nebesky´ch teˇles pod vza´jemny´m
gravitacˇn´ım p˚usoben´ım.
1 Paradigma je souhrnem teori´ı, prˇedpoklad˚u a metod tvorˇ´ıc´ıch soudoby´ pohled veˇdy na sveˇt.
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1.3 Od rˇa´du k chaosu
Vy´voj prˇedstav lidstva o modelu kosmu je v˚ubec vynikaj´ıc´ı uka´zkou vlivu mı´neˇn´ı spolecˇnosti
na cˇinnost veˇdy a v mnohe´m da´va´ Kuhnoveˇ tvrzen´ı za pravdu.
Na´zor, zˇe Zemeˇ je pevny´m strˇedem vesmı´ru, jako prvn´ı prˇedstavil rˇecky´ filozof Aris-
totele´s v pra´ci O nebi. Za´kladn´ı strukturu geocentricke´ho kosmu tvorˇily dveˇ soustrˇedne´
kulove´ plochy. Mensˇ´ı prˇedstavovala nehybny´ povrch Zemeˇ a veˇtsˇ´ı, nesouc´ı hveˇzdy a denneˇ
se ota´cˇej´ıc´ı, uzav´ırala kulovy´ kosmos do konecˇne´ho celku. Mezi povrchem Zemeˇ a hveˇzdnou
sfe´rou bylo jesˇteˇ dalˇs´ıch sedm sfe´ricky´ch orbit, ktere´ oby´valy tehdy zna´me´ planety - Saturn,
Jupiter, Mars, Slunce, Merkur, Venusˇe a Meˇs´ıc. Jejich pohyb byl zp˚usoben ota´cˇen´ım vneˇjˇs´ı
sfe´ry a byl uvazˇova´n jako rovnomeˇrny´ kruhovy´, nebot’ tento byl vn´ıma´n jako nejusˇlechtilejˇs´ı
druh pohybu. Model dobrˇe vyhovoval tehdejˇs´ımu pozorova´n´ı: povrch Zemeˇ se jisteˇ zda´
jako staciona´rn´ı, bylo mozˇne´ pomeˇrneˇ prˇesneˇ prˇedpoveˇdeˇt budouc´ı pohyb nebesky´ch teˇles
a cˇa´stecˇneˇ vysveˇtloval souvislost kosmu a neˇktery´ch pozemsky´ch jev˚u jako kol´ısa´n´ı morˇske´
hladiny.
Na pocˇa´tku 16. stolet´ı polsky´ astronom a matematik Mikula´sˇ Kopern´ık prˇi pozorova´n´ı
pohybu nebesky´ch teˇles zaznamenal tehdejˇs´ım paradigmatem nevysveˇtlitelne´ jevy. Takzvany´
proble´m planet popisoval pravidelna´ obdob´ı, kdy se planety - Merkur, Venusˇe, Mars, Jupiter
a Saturn - jev´ı pozorovateli jasneˇjˇs´ı nezˇ obycˇejneˇ. Nav´ıc se jejich pohyb po nebi cˇas od cˇasu
zastavuje a na okamzˇik obrac´ı a potom da´le pokracˇuje po obvykle´ dra´ze.
Kopern´ık prˇedlozˇil vpravdeˇ revolucˇn´ı vysveˇtlen´ı: planety (vcˇetneˇ Zemeˇ) ob´ıhaj´ı kolem
staciona´rn´ıho Slunce2. Aby model vyhovoval dosavadn´ımu pozorova´n´ı, Zemeˇ mus´ı by´t pla-
netou lezˇ´ıc´ı mezi Venusˇ´ı a Marsem a nav´ıc se ota´cˇet kolem vlastn´ı osy. Kopern´ık tak zcela
vyloucˇil Zemi z pozice nejvy´znamneˇjˇs´ıho mı´sta v centru vsˇeho.
Newtonovska´ mechanika
Pu˚l stolet´ı po Kopern´ıkoveˇ smrti objevil italsky´ astronom a fyzik Galileo Galilei za pomoci
noveˇ vynalezene´ho teleskopu cˇtyrˇi nejveˇtsˇ´ı Jupiterovy meˇs´ıce Ganymed, Callisto, Io a Eu-
ropa. I d´ıky tomuto objevu v neˇm uzra´vala prˇedstava planet jako izolovany´ch teˇles idea´lneˇ
se pohybuj´ıc´ıch nekonecˇny´m vesmı´rem. Galileo prˇedpokla´dal, zˇe takovy´ rovnomeˇrny´ pohyb
planet by trval bez omezen´ı, pokud by nebyl prˇerusˇen sra´zˇkou s jiny´m teˇlesem. Protozˇe se
ale planety zrˇejmeˇ pohybuj´ı bez usta´n´ı po elipticky´ch draha´ch, mus´ı by´t neusta´le pod vlivem
mechanicke´ho p˚usoben´ı - gravitacˇn´ı s´ıly. Galileo tak v podstateˇ vyslovil prvn´ı z pozdeˇjˇs´ıch
Newtonovy´ch za´kon˚u:
”Jestliˇze na teˇleso nep˚usob´ı zˇa´dne´ vneˇjˇs´ı s´ıly nebo je vy´slednice vneˇjˇs´ıch sil nulova´,
potom teˇleso setrva´va´ v klidu nebo v rovnomeˇrne´m prˇ´ımocˇare´m pohybu.”
Sir Isaac Newton, anglicky´ fyzik a matematik narozeny´ rok po Galileoveˇ smrti, nava´zal
na pra´ci piony´r˚u modern´ı veˇdy a v roce 1687 ve sve´ pra´ci Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica publikoval za´kon vsˇeobecne´ gravitace a trˇi pohybove´ za´kony, viz [27]. Soucˇasneˇ
prˇedlozˇil uceleny´ dynamicky´ model Slunecˇn´ı soustavy a prˇedstavil i proble´m pohybu dvou
2 Prvotn´ı Kopern´ık˚uv heliocentricky´ model, ktery´ uvazˇoval kruhove´ obeˇzˇne´ dra´hy, poskytoval dokonce
horsˇ´ı vy´sledky nezˇ prˇedchoz´ı model geocentricky´. Johannes Kepler pozdeˇji pozorova´n´ım uka´zal, zˇe prˇesneˇji
je trˇeba uvazˇovat elipticke´ obeˇzˇne´ dra´hy.
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gravitacˇneˇ va´zany´ch hmotny´ch teˇles pohybuj´ıc´ıch se v prostoru. Podle Newtonova3 za´kona
gravitace je gravitacˇn´ı s´ıla vza´jemneˇ p˚usob´ıc´ı na dveˇ teˇlesa rovna:
F1 = F2 = G
m1m2
r2
, (1.1)
kde G je obecna´ konstanta gravitacˇn´ıho p˚usoben´ı, m1 a m2 jsou hmotnosti teˇles a r je jejich
vzda´lenost.
Rˇesˇen´ı proble´mu dvou teˇles da´le pokracˇovalo: v roce 1710 Johann Bernoulli uka´zal, zˇe
dveˇ hmotna´ teˇlesa vza´jemneˇ va´zana´ gravitac´ı se mus´ı prostorem pohybovat po kuzˇelosecˇce.
Konecˇneˇ v roce 1744, sedmna´ct let po Newtonoveˇ smrti, publikoval Leonhard Euler u´plne´
analyticke´ rˇesˇen´ı proble´mu.
Vy´sledky rˇesˇen´ı proble´mu pohybu vza´jemneˇ prˇitahovany´ch teˇles nav´ıc nacha´zely uzˇitek
ve fyzika´ln´ım zkouma´n´ı na atoma´rn´ı u´rovni. Navzdory rozd´ılu trˇiadvaceti rˇa´d˚u ve velikosti
oproti planeta´m, klasicka´ rˇesˇen´ı dynamiky atomovy´ch cˇa´stic vycha´zej´ı ze vztahu:
F1 = F2 = ε
q1q2
r2
, (1.2)
kde ε je dielektricka´ vodivost vakua a q1 a q2 jsou velikosti na´boje cˇa´stic.
Proble´m trˇ´ı teˇles
Rˇesˇen´ı proble´mu dvou teˇles prakticky umozˇnilo popsat pohyb modelu Zemeˇ a Meˇs´ıce a cˇa´stic
atomu vod´ıku4. Dopad vyrˇesˇen´ı proble´mu dvou teˇles za´rovenˇ uka´zal na d˚ulezˇitost vyrˇesˇen´ı
proble´mu interakce syste´mu trˇ´ı a nakonec libovolneˇ mnoha teˇles.
Nen´ı tedy prˇekvapen´ım, zˇe na studiu proble´mu trˇ´ı teˇles da´le pracovali nejlepsˇ´ı matema-
tikove´ 18. a 19. stolet´ı. Mezi jiny´mi naprˇ´ıklad Joseph-Louis Lagrange, Sime´on Denis
Poisson, Pierre-Simon Laplace nebo Carl Friedrich Gauss. Prˇestozˇe vy´zkumne´ u´sil´ı
vedlo k mnoha vy´znamny´m pokrok˚um prˇedevsˇ´ım v teorii diferencia´ln´ıch rovnic, proble´m trˇ´ı
teˇles z˚usta´val sta´le nevyrˇesˇen azˇ do konce 19. stolet´ı.
Na konci osmdesa´ty´ch let 19. stolet´ı se bl´ızˇily sˇedesa´tiny sˇve´dske´ho kra´le Oskara II..
U te´ prˇ´ılezˇitosti sˇve´dsky´ matematik Go¨sta Mittag-Leffler navrhl panovn´ıkovi, aby vy-
hlasil cenu pro matematika, ktery´ vyrˇesˇ´ı proble´m trˇ´ı teˇles:
”Uvazˇujme syste´m trˇ´ı (nebo libovolneˇ mnoha) hmotny´ch bod˚u, ktere´ jsou navza´jem
prˇitahova´ny podle za´konu inverzn´ıho cˇtverce (1.1). Za prˇedpokladu, zˇe tyto hmotne´ body
vza´jemneˇ nekoliduj´ı, nalezneˇte rˇesˇen´ı trajektorie bod˚u ve tvaru zna´my´ch funkc´ı, ktere´ bude
konvergovat pro vsˇechny cˇasy v minulosti i budoucnosti stejneˇ.”
V roce 1885 se o vy´zveˇ doslechl tehdy jednatrˇicetilety´ francouzsky´ fyzik a matematik
Henri Poincare´ a zapocˇal svoji pra´ci na rˇesˇen´ı proble´mu. Po trˇech letech, dva ty´dny prˇed
uza´veˇrkou, prˇedlozˇil pra´ci, ve ktere´ za pouzˇit´ı nova´torsky´ch geometricky´ch metod uvedl
rˇesˇen´ı proble´mu trˇ´ı teˇles a d˚ukaz o jeho stabiliteˇ. Poincare´ byl 21. ledna 1889, v den kra´lovy´ch
narozenin, za pra´ci odmeˇnen cenou 2 500 sˇve´dsky´ch korun a jeho pra´ce meˇla by´t uverˇejneˇna
ve vy´znamne´m sˇve´dske´m matematicke´m cˇasopise Acta Mathematica, jehozˇ byl Mittag-Leﬄer
tehdy sˇe´fredaktorem.
3 V roce 1686, kdyzˇ Newton poprve´ prezentoval svoji pra´ci, byl obvineˇn dalˇs´ım velika´nem sve´ doby, Ro-
bertem Hookem, z plagia´torstv´ı. Hooke oznacˇoval sebe za autora mysˇlenky, zˇe vliv gravitace klesa´ se cˇtvercem
vzda´lenosti teˇles.
4 Objevene´ho pozdeˇji v roce 1766 Anglicˇanem Henrym Cavendishem.
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Poincare´ho chyba
Prˇi u´prava´ch pra´ce pro publikaci v cˇasopise nicme´neˇ Poincare´ objevil chybu ve sve´m d˚ukazu
stability rˇesˇen´ı a byl tak nucen vyzˇa´dat zastaven´ı chystane´ho tisku cˇasopisu do doby, nezˇ se
mu podarˇ´ı chybu vyrˇesˇit.
V lednu 1890 odevzdal Poincare´ opravenou verzi pra´ce a na jej´ıch 270 strana´ch doka´zal,
zˇe pro proble´m trˇ´ı teˇles nelze naleznout obecne´ rˇesˇen´ı, nebot’ pro neˇktere´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
stavove´ promeˇnne´ syste´mu bloud´ı ve fa´zove´m prostoru bezc´ılneˇ a neprˇedv´ıdatelneˇ. Poincare´
uka´zal, zˇe male´ rozd´ıly v pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch mohou ve´st k neomezeneˇ velky´m chyba´m
v konecˇne´m rˇesˇen´ı. Ze sve´ peneˇzˇite´ vy´hry se tak Poincare´ dlouho neteˇsˇil. Zastaven´ı tisku
cˇasopisu a vytiˇsteˇn´ı nove´ho vyda´n´ı ho nakonec sta´lo 3 500 sˇve´dsky´ch korun.
Navzdory vy´znamu Poincare´ho objevu a navzdory tomu, zˇe d˚ukaz chaoticke´ho rˇesˇen´ı da´le
publikoval v roce 1903 v d´ıle Veˇda a Metoda, viz [29], velkou cˇa´st´ı veˇdecke´ verˇejnosti nebyla
teorie chaosu bra´na na zrˇetel azˇ do poloviny 20. stolet´ı. Mozˇnost vzniku chaoticke´ho chova´n´ı
totizˇ ukazuje, zˇe realita je mnohem komplikovaneˇjˇs´ı, nezˇ si lidstvo bylo ochotno prˇipustit.
Prˇedstava o u´cˇelu vy´zkumu byla uka´zat co mozˇne´ je a ne co mozˇne´ nen´ı.5
5 Zaj´ımaveˇ o mozˇne´m katastroficke´m vlivu neocˇeka´vany´ch uda´lost´ı p´ıˇse ve sve´ knize Nassim Nicholas
Taleb [31].
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Kapitola 2
Dynamicke´ syste´my
Matematicke´ na´stroje pro simulaci a sledova´n´ı model˚u, jejichzˇ stav se meˇn´ı v cˇase, studuje
a rozv´ıj´ı teorie dynamicky´ch syste´mu˚. Takto obecna´ definice da´va´ tusˇit, zˇe jako dynamicky´
syste´m lze cha´pat deˇje v mnoha veˇdn´ıch oborech. Teorie dynamicky´ch syste´mu˚ ma´ tak sˇirokou
platnost.
2.1 Deterministicky´ dynamicky´ syste´m
Za´kladn´ım prˇedpokladem deterministicke´ho dynamicke´ho syste´mu je prˇedstava, zˇe jeho stav
v kazˇde´m cˇase lze bezezbytku a zcela prˇesneˇ popsat. Deterministicky´ prˇ´ıstup neuvazˇuje
nejistoty v pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch nebo nejistoty vznikaj´ıc´ı prˇi vza´jemne´ interakci prvk˚u
modelu.
Podle determinismu lze zcela prˇesneˇ prˇedpoveˇdeˇt stav dynamicke´ho syste´mu v budouc-
nosti i minulosti pouze na za´kladeˇ znalosti pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek a platny´ch fyzika´ln´ıch
za´kon˚u.
Jedn´ım ze zasta´nc˚u teorie determinismu byl neˇmecky´ matematik a filosof Gottfried
Wilhelm Leibniz. V pra´ci Von dem Verha¨ngnisse z roku 1838, viz [22], se lze docˇ´ıst:
”Zˇe vsˇechno je d˚usledkem prˇedem dane´ho osudu je stejneˇ jiste´, jako zˇe trˇi kra´t trˇi je deveˇt.
Pokud se naprˇ´ıklad sraz´ı dveˇ koule ve volne´m prostoru, a pokud jsou zna´my jejich velikosti
a dra´hy a smeˇry prˇed koliz´ı, potom m˚uzˇeme prˇedpoveˇdeˇt a vypocˇ´ıst, jaky´m smeˇrem se odraz´ı
a jak se budou chovat da´le po na´razu.
Z uvedene´ho m˚uzˇeme videˇt, zˇe vsˇechno na sveˇteˇ prob´ıha´ matematicky, tedy neomylneˇ.
Pokud by tedy neˇkdo meˇl dostatecˇny´ prˇehled o soucˇa´stech sveˇta a inteligenci dostatecˇnou
k uva´zˇen´ı vsˇech d˚usledk˚u, stal by se prorokem a mohl by videˇt budoucnost v prˇ´ıtomnosti
jako v zrcadle.”
Leibnizovu prˇedstavu deterministicke´ho modelu sveˇta nakonec zpochybnil v roce 1927
jeho krajan Werner Karl Heisenberg s principem neurcˇitosti. Stav syste´mu totizˇ nelze
popsat s absolutn´ı prˇesnost´ı. Podle kvantove´ mechaniky lze rˇ´ıci, zˇe cˇ´ım prˇesneˇji zna´me polohu
cˇa´stice, t´ım me´neˇ prˇesneˇ lze popsat jej´ı hybnost a naopak.
Zrˇejmeˇ nen´ı ani mozˇne´ zahrnout do modelu vesˇkere´ okolnosti maj´ıc´ı vliv na jeho vy´voj.
Nelze tedy trasovat alesponˇ cˇa´st trajektorie, ale pouze jej´ı prˇiblizˇny´ vy´voj v n-rozmeˇrne´m
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kulove´m okol´ı pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek. O prˇedpoveˇdi, jak si ji prˇedstavoval Leibniz, proto
nemu˚zˇe by´t rˇecˇi, viz [24].
2.2 Dynamicke´ syste´my
Stav deterministicke´ho dynamicke´ho syste´mu je plneˇ urcˇen vektorem hodnot stavovy´ch pro-
meˇnny´ch. V za´vislosti na prˇedloze modelu mohou v praxi jako stavove´ promeˇnne´ figuro-
vat nejr˚uzneˇjˇs´ı velicˇiny. V teoreticke´ mechanice jsou to prˇedevsˇ´ım zobecneˇne´ sourˇadnice po-
lohy a hybnosti, v termodynamice tlak, teplota a objem, v elektrodynamice proud a napeˇt´ı
a podobneˇ, viz [23].
Ma´-li syste´m n stupnˇ˚u volnosti1, pro jeho u´plny´ popis potom postacˇuje n neza´visly´ch
promeˇnny´ch x0, x1, x2, . . . , xn−1. Prˇi pouzˇit´ı v´ıce promeˇnny´ch se tyto jizˇ nutneˇ sta´vaj´ı vza´je-
mneˇ za´visly´mi a nen´ı zˇa´dne´ vy´hody, kterou by tato komplikace prˇinesla, viz [34].
Usporˇa´dejme stavove´ promeˇnne´ do vektoru x:
x = (x0, x1, x2, . . . , xn−1) . (2.1)
Potom jako fa´zovy´ prostor Rn oznacˇ´ıme n-rozmeˇrny´ prostor, ve ktere´m lze stav syste´mu
jednoznacˇneˇ zobrazit jako bod. Tedy:
Rn : x = (x0, x1, x2, . . . , xn−1) . (2.2)
Konecˇneˇ jako model dynamicke´ho syste´mu nazveme soustavu diferencia´ln´ıch rovnic:
dx
dt
= x˙ = F (t,x) , (2.3)
kde t je cˇas a vektor funkc´ı F obsahuje prˇedpis budouc´ıho vy´voje syste´mu.
Slozˇky soustavy diferencia´ln´ıch rovnic (2.3) mu˚zˇeme rozepsat:
x˙0 = F0 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,
x˙1 = F1 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,
x˙2 = F2 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,
...
x˙n−1 = Fn−1 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) .
(2.4)
Po vyrˇesˇen´ı soustavy rovnic (2.4) pro vektor pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek x(t0) = x0 obdrzˇ´ıme
vektor tecˇny trajektorie syste´mu v cˇase t0. Soustava rovnic (2.4) je proto neˇkdy oznacˇova´na
jako vektorove´ pole. V za´vislosti na pouzˇite´ numericke´ metodeˇ potom aproximac´ı z´ıska´me
vektor hodnot stavovy´ch promeˇnny´ch v cˇase t:
x(t) = (x0(t), x1(t), x2(t), . . . , xn−1(t)) . (2.5)
1 Ve fyzika´ln´ım smyslu je jako stupenˇ volnosti rozumeˇn neza´visly´ parametr popisuj´ıc´ı stav syste´mu.
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2.2.1 Terminologie
Prˇed dalˇs´ım postupem bude na mı´steˇ vysveˇtlit neˇktere´ pojmy, viz [14] nebo [15], jenzˇ budeme
prˇi studiu dynamicky´ch syste´mu˚ da´le pouzˇ´ıvat:
• Rˇesˇen´ım dynamicke´ho syste´mu (2.3) je mysˇleno zobrazen´ı x z cˇasove´ho intervalu
I ⊂ R1 do fa´zove´ho prostoru Rn:
x : I → Rn,
t→ x(t). (2.6)
Krˇivka rˇesˇen´ı x(t, t0, x0) by´va´ nazy´va´na trajektorie nebo fa´zova´ krˇivka procha´zej´ıc´ı
bodem x0 v cˇase t ≥ t0. Z podstaty deterministicke´ho syste´mu plynou vlastnosti rˇesˇen´ı:
jednoznacˇnost a diferencovatelnost vzhledem k pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m.
• Integra´ln´ı krˇivka je zobrazen´ım (grafem) hodnot rˇesˇen´ı x(t, t0, x0) v cˇasove´m u´seku I:
graf x(t, t0, x0) =
{
(x, t) ∈ Rn × R1 | x = x(t, t0, x0), t ∈ I
}
. (2.7)
• Orbita O(x0) je mnozˇina bod˚u ve fa´zove´m prostoru lezˇ´ıc´ıch na uzavrˇene´ trajektorii
procha´zej´ıc´ı bodem x0:
x0 ∈ U ⊂ Rn,
O(x0) = {x ∈ Rn | x = x(t, t0, x0), t ∈ I} .
(2.8)
Pojmy integra´ln´ı krˇivka a trajektorie jsou v literaturˇe uzˇ´ıva´ny znacˇneˇ volneˇ a cˇasto by´vaj´ı
zameˇnˇova´ny jako ekvivalentn´ı.
Prˇ´ıklad
Ukazˇme nyn´ı rozd´ıly mezi rˇesˇen´ım, integra´ln´ı krˇivkou a orbitou na prˇ´ıkladu, viz [14]. Uvazˇujme
dynamicky´ syste´m se dveˇma stavovy´mi promeˇnny´mi u, v:
x˙0 = x1,
x˙1 = −x0,
(x0, x1) ∈ R1 × R1
x0(0) = 1, x1(0) = 0.
(2.9)
s rˇesˇen´ım:
x0(t) = cos(t),
x1(t) = −sin(t).
(2.10)
Rˇesˇen´ı v bodeˇ (1, 0) v cˇase t = 0 podle definice (2.6) ilustruje obra´zek 2.1a. Integra´ln´ı
krˇivka, viz obra´zek 2.1b, procha´zej´ıc´ı bodem (1, 0) v cˇase t = 0 je podle definice (2.7) da´na:{
(x0, x1, t) ∈ R1 × R1 × R1 |
(
x0(t), x1(t)
)
=
(
cos(t), − sin(t)
)
, t ∈ R
}
. (2.11)
A konecˇneˇ orbitu v bodeˇ (1, 0) tvorˇ´ı podle definice (2.8) kruzˇnice, viz obra´zek 2.1c:
x20 + x
2
1 = 1. (2.12)
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a) b) c)
x 0
x 1
x0
x1
x0
x1
t
Obra´zek 2.1: Rˇesˇen´ı, integra´ln´ı krˇivka a orbita dynamicke´ho syste´mu.
2.2.2 Fa´zovy´ portre´t
Vy´voj dynamicke´ho syste´mu v cˇase je zrˇejmeˇ za´visly´ na pocˇa´tecˇn´ıch hodnota´ch stavovy´ch
promeˇnny´ch - pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch. Zaznamena´vejme trajektorie, ktere´ z´ıska´me po-
stupny´m rˇesˇen´ım pro mnozˇinu pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek. Po vynesen´ı trajektori´ı ve fa´zove´m
prostoru z´ıska´me fa´zovy´ portre´t syste´mu.
Z˚ustaneme-li nada´le u dynamicky´ch syste´mu˚ se dveˇma stavovy´mi promeˇnny´mi x0 a x1,
fa´zovy´m prostorem je rovina. Tohoto mimorˇa´dneˇ na´zorne´ho fa´zove´ho prostoru uzˇ´ıva´ obra´zek
(2.2) k uka´zce neˇktery´ch prˇ´ıklad˚u fa´zovy´ch portre´t˚u autonomn´ıch dynamicky´ch syste´mu˚.
Sˇipky ukazuj´ı smeˇr vy´voje syste´mu v cˇase.
Pozna´mka: Jako autonomn´ı se oznacˇuj´ı dynamicke´ syste´my, jejichzˇ vektor funkc´ı (2.3)
nen´ı za´visly´ na cˇase. Neautonomn´ı syste´my, ktere´ na cˇase za´vis´ı, m˚uzˇeme na autonomn´ı
prˇeve´st nahrazen´ım cˇasu dalˇs´ı stavovou promeˇnnou x˙n = 1, viz [24].
a) b) c)
d) e) f)
x = x0 1.
x = -x1 0.
x = -x0 0.
x = -x1 1.
x = -x0 0.
x = -2x1 1.
x = x0 0.
x = x1 1.
x = x0 0.
x = x1 1.
x = x0 0.
x = x (2x -x )1 1
.2
2
0 1
Obra´zek 2.2: Prˇ´ıklady fa´zovy´ch portre´t˚u syste´mu˚ se dveˇma stavovy´mi promeˇnny´mi.
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2.2.3 Opera´tor toku
Leva´ strana´ rovnice (2.3) reprezentuje vektor zmeˇny rychlosti syste´mu v cˇase. Prˇi kon-
stantn´ım cˇasove´m kroku rˇesˇen´ı tento vektor uda´va´ rychlost toku bod˚u pode´l trajektorie
ve fa´zove´m prostoru pro kazˇdou stavovou promeˇnnou xi, viz [24].
Pro zna´me´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky x(t0) = x0 lze definovat zobrazen´ı Φt fa´zove´ho prostoru
Rn na sebe takove´, zˇe kazˇde´mu stavu x(0) a cˇasu t prˇiˇrad´ı stav x(t).
Takove´ zobrazen´ı se nazy´va´ opera´tor toku nebo evolucˇn´ı opera´tor. Opera´tor toku obsahuje
vsˇechna rˇesˇen´ı soustavy (2.3). Jeho pomoc´ı tak lze stanovit stavy v minulosti i budoucnosti.
Rˇesˇen´ı soustavy rovnic pomoc´ı evolucˇn´ıho opera´toru prˇi pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch x(t0) =
x0 lze vyja´drˇit, viz [23]:
x(t) = Φt−t0(x(0)). (2.13)
Z uvedene´ho plyne:
Φs+t(x) = Φs(Φt(x)),
Φt(Φ−t(x)) = Φ0(x) = x,
(2.14)
a tedy:
Φ−1t = Φ−t. (2.15)
Inverzn´ı opera´tor toku k opera´toru definuj´ıc´ımu stav v budoucnosti je tedy opera´tor toku
definuj´ıc´ı stav v minulosti.
2.3 Rovnova´zˇne´ rˇesˇen´ı
Stav dynamicke´ho syste´mu (2.3) se obecneˇ meˇn´ı v cˇase. Mu˚zˇe ale existovat rˇesˇen´ı, pro ktere´
plat´ı:
x(t) = x0. (2.16)
Takove´ rˇesˇen´ı je v za´vislosti na literaturˇe nazy´va´no jako rovnova´zˇne´ rˇesˇen´ı, usta´leny´ stav
nebo singularita. Odpov´ıdaj´ıc´ı bod ve fa´zove´m prostoru by´va´ oznacˇova´n jako pevny´ nebo
kriticky´ bod.
2.3.1 Stabilita kriticke´ho bodu
Kriticky´ bod x(t0) povazˇujeme za stabiln´ı, viz [14], existuje-li k jeho okol´ı N takove´ okol´ı M ,
ktery´m procha´zej´ı vsˇechny trajektorie tak, zˇe plat´ı M ⊆ N pro vsˇechny cˇasy.
Pokud je kriticky´ bod x(t0) stabiln´ı a nav´ıc existuje konstanta b > 0 takova´, zˇe pro kazˇde´
na´sleduj´ıc´ı rˇesˇen´ı x(t) plat´ı:
|x(t0)− x(t)| < b =⇒ lim
t→∞ |x(t0)− x(t)| = 0, (2.17)
potom lze kriticky´ bod nazvat asymptoticky stabiln´ım. Trajektorie se tedy k asymptoticky
stabiln´ımu bodu postupneˇ prˇiblizˇuj´ı, viz naprˇ´ıklad obra´zek 2.2b. Doplnˇme, zˇe |·| je norma
ve fa´zove´m prostoru Rn.
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Stabiln´ı bod, ktery´ nen´ı asymptoticky stabiln´ı, oznacˇme jako neutra´lneˇ stabiln´ı. K takove´mu
bodu se trajektorie neprˇiblizˇuj´ı ani se od neˇho nevzdaluj´ı, viz obra´zek 2.2a.
Uvedene´ sezna´men´ı se zp˚usobem posouzen´ı stability kriticky´ch bod˚u da´le poslouzˇ´ı cˇtena´rˇi
jako dobry´ u´vod do problematiky stability trajektori´ı.
2.4 Stabilita trajektori´ı
2.4.1 Stabilita podle Ljapunovova
Uvazˇujme obecne´ rˇesˇen´ı dynamicke´ho syste´mu x(t). Trajektorie x(t) je stabiln´ı podle Lja-
punovova, viz [19], pokud rˇesˇen´ı zacˇ´ınaj´ıc´ı bl´ızko trajektorie x(t) z˚usta´va´ bl´ızko i ve vsˇech
budouc´ıch cˇasech. Forma´lneˇ rˇecˇeno: prˇi zvolene´m ε > 0 existuje δ = δ(ε) > 0 takove´, zˇe pro
libovolne´ rˇesˇen´ı x(t) plat´ı:
|x(t0)− x(t0)| < δ =⇒ |x(t)− x(t)| < ε. (2.18)
Prˇehledne´ vysveˇtlen´ı nab´ız´ı obra´zek 2.3.
t
X X( )
X( )
δ
ε
t t
Obra´zek 2.3: Trajektorie stabiln´ı podle Ljapunovova.
2.4.2 Asymptoticka´ stabilita
Pokud je trajektorie x(t) stabiln´ı v Ljapunovoveˇ smyslu a za´rovenˇ pro libovolne´ rˇesˇen´ı x(t)
existuje takove´ b > 0, pro ktere´ plat´ı:
|x(t0)− x(t0)| < b =⇒ lim
t→∞ |x(t)− x(t)| = 0, (2.19)
potom trajektorii nazy´va´me asymptoticky stabiln´ı, viz obra´zek 2.4.
X( )
X( )
b
t
t
t
X
Obra´zek 2.4: Asymptoticky stabiln´ı trajektorie.
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Pozˇadavek na stabilitu podle Ljapunovova jako prˇedpoklad pro asymptotickou stabilitu
mu˚zˇe cˇtena´rˇi prˇipadat zbytecˇny´. Mu˚zˇe se zda´t, zˇe stabilita rˇesˇen´ı vyply´va´ z tvrzen´ı (2.19).
V obecne´m smyslu to ale neplat´ı. Jak ukazuj´ı fa´zove´ portre´ty na obra´zku 2.5, rˇesˇen´ı dy-
namicke´ho syste´mu mu˚zˇe opousˇteˇt libovolneˇ male´ okol´ı a za´rovenˇ se asymptoticky bl´ızˇit
kriticke´mu bodu v cˇase t =∞.
a) b)
Obra´zek 2.5: Fa´zove´ portre´ty trajektori´ı, ktere´ jsou nestabiln´ı podle Ljapunovova, ale asymptoticky
se bl´ızˇ´ı kriticke´mu bodu.
2.4.3 Orbita´ln´ı stabilita
Pro posouzen´ı orbita´ln´ı stability trajektorie nejprve definujme vzda´lenost mezi bodem a mnozˇinou
(sadou) bod˚u ve fa´zove´m prostoru. Necht’ S ∈ Rn je libovolna´ sada bod˚u a p ∈ Rn je libovolny´ bod
ve fa´zove´m prostoru. Potom vzda´lenost d mezi bodem p a sadou S je da´na vztahem:
d(p, S) = inf
x∈S
|p− x| . (2.20)
Da´le je zapotrˇeb´ı definovat pozitivn´ı orbitu procha´zej´ıc´ı bodem x0 v cˇase t ≥ t0:
O+(x0, t0) = {x ∈ Rn | x = x¯(t), t ≥ t0, x¯(t0) = x0} . (2.21)
Nyn´ı jizˇ mu˚zˇeme vyslovit definici orbita´ln´ı stability trajektorie: Jestlizˇe pro dane´ ε > 0
a δ = δ(ε) > 0 splnˇuje libovolne´ rˇesˇen´ı x(t) podmı´nku:
|x(t0)− x(t)| < δ, (2.22)
potom pro orbita´lneˇ stabiln´ı trajektorii plat´ı:
d(x(t), O+(x0, t0)) < ε, (2.23)
v kazˇde´m cˇase t ≥ t0.
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2.4.4 Asymptoticka´ orbita´ln´ı stabilita
Je-li trajektorie x(t) orbita´lneˇ stabiln´ı a za´rovenˇ pro libovolne´ rˇesˇen´ı x(t) existuje takove´
b > 0, pro ktere´ plat´ı:
|x(t0)− x(t0)| < b =⇒ lim
t→∞ d(x(t), O
+(x0, t0)) = 0, (2.24)
potom je trajektorie asymptoticky orbita´lneˇ stabiln´ı.
Sekce 2.4 ukazuje na nutnost pecˇliveˇ dodrzˇovat terminologii, viz odstavec 2.2.1. Studium
mnohe´ literatury totizˇ znesnadnˇuj´ı odchylky v uzˇit´ı pojmu˚ trajektorie, integra´ln´ı krˇivky a
orbity. Namı´sto orbita´lneˇ stabiln´ı trajektorie mu˚zˇe by´t oznacˇova´na jako stabiln´ı orbita tra-
jektori´ı vytva´rˇena´ a podobneˇ.
2.5 Linearizace rˇesˇen´ı dynamicke´ho syste´mu
Prˇedchoz´ı sekce poskytla cˇtena´rˇi prˇehled o mozˇny´ch typech stability trajektorie a jejich mate-
maticke´ definici. Abychom byli schopni posoudit stabilitu trajektorie dynamicke´ho syste´mu,
je zapotrˇeb´ı zmı´nit se o zp˚usobu, jak trajektorii zkonstruovat: tedy jak z´ıskat rˇesˇen´ı dyna-
micke´ho syste´mu (2.3) v kazˇde´m cˇase.
Uvazˇujme trajektorii x(t), viz [34]. Zna´me-li pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky x(t0) = x0, potom dalˇs´ı
bod trajektorie x(t) v cˇase t1 = t0 + h je da´n vztahem:
x(t1) = x(t0) + y, (2.25)
kde y je vektor rˇesˇen´ı - prˇ´ır˚ustek sourˇadnic ve fa´zove´m prostoru Rn. Po dosazen´ı do rovnice
(2.3) a rozsˇ´ıˇren´ı z´ıska´va´me:
x˙ = x˙(t) + y˙ = F
(
x(t)
)
︸ ︷︷ ︸
x˙(t)
+DF
(
x(t)
)
y +O
(
|y|2
)
︸ ︷︷ ︸
y˙
, (2.26)
kde DF je derivace vektoru funkc´ı F. Obecneˇ pro n-rozmeˇrny´ fa´zovy´ prostor:
DF =

∂F0
∂x0
∂F0
∂x1
· · · ∂F0∂xn−1
∂F1
∂x0
∂F1
∂x1
· · · ∂F1∂xn−1
...
...
. . .
...
∂Fn−1
∂x0
∂Fn−1
∂x1
· · · ∂Fn−1∂xn−1
 (2.27)
Zameˇrˇme se nyn´ı na druhou cˇa´st vy´razu (2.26). Ta popisuje vy´voj orbity bl´ızko trajektorie
x(t). Ponecha´me-li stranou chybu O, mu˚zˇeme ocˇeka´vat, zˇe na stabilitu rˇesˇen´ı dynamicke´ho
syste´mu kolem trajektorie x(t) bude ukazovat rˇesˇen´ı soustavy linea´rn´ıch rovnic:
y˙ = DF
(
x(t)
)
y. (2.28)
Pro stanoven´ı stability trajektorie x(t) je trˇeba nejdrˇ´ıve urcˇit, zda rˇesˇen´ı y = 0 sou-
stavy (2.28) je stabiln´ı. Toto mu˚zˇe by´t podobneˇ obt´ızˇne´, nebot’ analyticke´ rˇesˇen´ı soustavy
obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic nen´ı mozˇne´.
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Pokud ovsˇem budeme prˇedpokla´dat, zˇe x(t) je trajektorie rovnova´zˇne´ho rˇesˇen´ı x(t) = x,
potom matice DF obsahuje konstanty, tedy DF(x(t)) = DF(x). Rˇesˇen´ım soustavy rovnic
(2.28) je potom prˇ´ımo vy´raz:
y = eDF(x)ty0. (2.29)
Rˇesˇen´ı y(t) je tedy asymptoticky stabiln´ı, pokud vsˇechna vlastn´ı cˇ´ısla matice DF(x(t))
maj´ı za´pornou rea´lnou slozˇku. Asymptoticky stabiln´ı je potom i rovnova´zˇne´ rˇesˇen´ı dyna-
micke´ho syste´mu x = x.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe vsˇechna vlastn´ı cˇ´ısla matice DF(x(t)) maj´ı nenulovou rea´lnou slozˇku,
potom bod rovnova´zˇne´ho rˇesˇen´ı x = x se nazy´va´ hyperbolicky´ pevny´ bod. Nejcˇasteˇjˇs´ım typem
hyperbolicke´ho bodu je tzv. sedlovy´ bod, viz obra´zek 2.6. Specifickou vlastnost´ı sedlove´ho
bodu jsou stabiln´ı a nestabiln´ı trajektorie smeˇrˇuj´ıc´ı do nebo ze sedlove´ho bodu ve smeˇru
vlastn´ıch vektor˚u matice DF(x(t)).
a) b)
Obra´zek 2.6: Hyperbolicke´ pevne´ body.
Trajektorie zacˇ´ınaj´ıc´ı nebo koncˇ´ıc´ı v sedlove´m bodeˇ rozdeˇluj´ı fa´zovy´ prostor do dis-
junktn´ıch oblast´ı. Podle te´to separacˇn´ı funkce ve fa´zove´m prostoru se popsane´ trajektorie
nazy´vaj´ı separatrix. Prˇi studiu nelinea´rn´ıch dynamicky´ch syste´mu˚ da´le uvid´ıme, zˇe rozhran´ı
oblast´ı (separatrix) mu˚zˇe mı´t obecneˇ velmi slozˇitou podobu.
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2.6 Ljapunovova teorie stability
Prˇedpoklady pro posouzen´ı stability trajektorie za pomoci linearizace zrˇejmeˇ ukazuj´ı, zˇe tento
prˇ´ıstup obecneˇ nevede k pouzˇitelny´m vy´sledk˚um. Ljapunovova2 teorie stability je znacˇneˇ
obsa´hlou oblast´ı, viz naprˇ [1] nebo [4]. Da´le se proto zameˇrˇ´ıme pouze na jej´ı nezbytneˇ zu´zˇenou
cˇa´st.
Acˇkoli Ljapunov˚uv prˇ´ıstup funguje obecneˇ pro n azˇ nekonecˇneˇ rozmeˇrny´ fa´zovy´ prostor,
pro u´vod do teorie pokracˇujme s rovinny´m fa´zovy´m prostorem R2.
Uvazˇujme soustavu rovnic:
x˙0 = F0 (t, x0, x1) ,
x˙1 = F1 (t, x0, x1) ,
(2.30)
a stabiln´ı kriticky´ bod x(x0, x1) ∈ R2. Vycha´zejme z jizˇ vysloveny´ch definic stability: meˇjme
libovolne´ okol´ı U bodu x, viz obra´zek 2.7a, a sledujme, zda trajektorie zacˇ´ınaj´ıc´ı v okol´ı U
z˚usta´vaj´ı uvnitrˇ okol´ı U ve vsˇech budouc´ıch (kladny´ch) cˇasech. Je zrˇejme´, zˇe trajektorie
z˚usta´va´ uvnitrˇ okol´ı U , pokud vektorove´ pole (2.30) smeˇruje dovnitrˇ okol´ı U a nebo je
alesponˇ ve smeˇru tecˇny jeho hranice, jak ukazuje obra´zek 2.7b.
a) b)
X
U
x1
x0
x1
x0
X
U
Obra´zek 2.7: Okol´ı U kriticke´ho bodu x a smeˇr vektorove´ho pole na jeho hranici.
Nyn´ı definujme Ljapunovovu funkci V jako na´stroj, ktery´ na´m bude slouzˇit pro posu-
zova´n´ı stability: Necht’ V je skala´rn´ı funkce v prostoru R2 = {x0, x1} se spojitou prvn´ı deri-
vac´ı (funkce trˇ´ıdy C1). Da´le prˇedpokla´dejme jej´ı hodnotu v kriticke´m bodeˇ V (x0, x1) = 0.
Lze tedy pra´vem ocˇeka´vat, zˇe kolem bodu x budeme schopni konstruovat izolinie spojuj´ıc´ı
mı´sta se stejnou hodnotou V (x0, x1) = C = konst. Potom zby´va´ zave´st gradient ∇V jako
vektor kolmy´ k izolinii V = C ukazuj´ıc´ı ve smeˇru na´r˚ustu hodnot funkce V , viz obra´zek 2.8:
∇V (x0, x1) = grad V (x0, x1) =
(
∂V
∂x0
,
∂V
∂x1
)
. (2.31)
2 Rusky´ matematik Alexandr Michailovicˇ Ljapunov se zaslouzˇil zejme´na o rozvoj teorie stability dyna-
micky´ch syste´mu˚, teorie potencia´lu a teorie pravdeˇpodobnosti. Na Petrohradske´ univerziteˇ byl jeho ucˇitelem
mimo jine´ dalˇs´ı velky´ rusky´ matematik P.F. Cˇebysˇev. Ljapunovovo jme´no, azbukou Aleksandr Mihai-
loviq Lpunov, by´va´ v za´vislosti na literaturˇe latinkou prˇepisova´no jako Liapunov, Lyapunov nebo Liapu
noff, viz [1], [14] nebo [19].
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X
V=C
∇V
∇V
∇V
∇V
∇V ∇V
∇V
V(  )=0
Obra´zek 2.8: Izolinie hodnot V=C a gradient ∇V.
Jizˇ bylo rˇecˇeno, zˇe pro stabilitu trajektorie je zapotrˇeb´ı, aby vektorove´ pole smeˇrˇovalo
dovnitrˇ okol´ı U nebo bylo alesponˇ tecˇne´ k jeho hranici v posuzovane´m bodeˇ. Pro kazˇdou
izolinii V = C potom plat´ı:
∇V (x0, x1) · F(x0, x1) ≤ 0, (2.32)
tedy skala´rn´ı soucˇin vektor˚u gradientu ∇V a vektorove´ho pole F, viz (2.30), je negativneˇ de-
finitn´ı. Vy´raz (2.32) prˇedstavuje derivaci Ljapunovovy funkce ve smeˇru trajektorie syste´mu.
V mnohe´ literaturˇe by´va´ oznacˇova´n take´ jako orbita´ln´ı derivace, viz naprˇ´ıklad [34].
Nyn´ı je jizˇ vsˇe prˇipraveno pro vysloven´ı Ljapunovova teore´mu stability: Necht’ je bod
x kriticky´m bodem rˇesˇen´ı dynamicke´ho syste´mu F. Da´le budizˇ funkce V spojitou skala´rn´ı
funkc´ı trˇ´ıdy C1 definovanou na okol´ı U bodu x. Za prˇedpokladu, zˇe plat´ı:
V (x) = 0 pro x = x,
V (x) > 0 pro x 6= x,
V˙ (x) ≤ 0 uvnitrˇ U vyjma x,
(2.33)
je bod x stabiln´ı podle uvedeny´ch definic. Pokud nav´ıc plat´ı:
V˙ (x) < 0 uvnitrˇ U vyjma x, (2.34)
potom je bod x asymptoticky stabiln´ı.
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2.7 Deterministicky´ chaos
Stav deterministicke´ho syste´mu v kazˇde´m cˇase je podle definice za´visly´ pouze na pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nka´ch. Potom, pokud by trˇi kra´t trˇi bylo skutecˇneˇ vzˇdy neomylneˇ deveˇt, jak uvazˇoval
Leibniz, deterministicky´ syste´m se nemu˚zˇe chovat neprˇedv´ıdatelneˇ, chaoticky.
Deterministicky´ syste´m skutecˇneˇ funguje na za´kladeˇ neomylneˇ prˇedepsany´ch pravidel,
naprˇ´ıklad pohybovy´ch rovnic. Pojem chaoticke´ho chova´n´ı deterministicke´ho syste´mu znacˇ´ı,
zˇe prˇedpoveˇd’ stavu syste´mu je velmi citliva´ na male´ zmeˇny v pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch.
Pu˚vodcem neprˇedv´ıdatelne´ho chova´n´ı jsou zde nejistoty ve vycˇ´ıslen´ı hodnot stavovy´ch pro-
meˇnny´ch, viz naprˇ´ıklad [28].
Du˚vod slozˇite´ho chova´n´ı rea´lne´ho dynamicke´ho syste´mu nemus´ı by´t v˚ubec zrˇejmy´. Ne-
prˇedv´ıdatelne´ chova´n´ı nemus´ı zp˚usobovat pouze citlivost syste´mu, ale naprˇ´ıklad stochasticky´
aspekt proble´mu. Lze si prˇedstavit velicˇiny stavovy´ch promeˇnny´ch deterministicke´ho modelu
popsane´ pravdeˇpodobnostneˇ. V krajn´ım prˇ´ıpadeˇ je rovneˇzˇ mozˇne´ uvazˇovat plneˇ stochasticky´
model, jehozˇ vstupem i vy´stupem je vektor hustot pravdeˇpodobnost´ı stavovy´ch promeˇnny´ch.
Z˚ustanˇme u deterministicky popsany´ch model˚u. Existence chaoticke´ho chova´n´ı je zde
podmı´neˇna jen skromny´mi pozˇadavky:
• alesponˇ trˇi neza´visle´ stavove´ promeˇnne´ (trojrozmeˇrny´ fa´zovy´ prostor),
• dostatecˇneˇ silna´ nelinea´rn´ı slozˇka v definici syste´mu.
Za´rovenˇ stoj´ı za zmı´nku, zˇe vysˇsˇ´ı pocˇet stavovy´ch promeˇnny´ch obecneˇ nemus´ı znamenat
slozˇiteˇjˇs´ı chova´n´ı syste´mu, viz [2].
Citlivost vy´voje stavu syste´mu na pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch je typickou vlastnost´ı chaosu.
Lze rˇ´ıci, zˇe dveˇ trajektorie, ktere´ jsou na pocˇa´tku libovolneˇ bl´ızko, se vza´jemneˇ vzdaluj´ı
s exponencia´ln´ı za´vislost´ı na cˇase. Jejich vza´jemna´ vzda´lenost δx(t) velmi rychle dosahuje
maxima´ln´ıho rozmeˇru dostupne´ podmnozˇiny fa´zove´ho prostoru.
Pro prˇedstavu uvazˇujme libovolneˇ malou n-rozmeˇrnou kouli pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek ve
fa´zove´m prostoru, viz [30]. V prˇ´ıpadeˇ chaoticke´ho syste´mu tato koule v cˇase bez omezen´ı
roste a v nekonecˇne´m cˇase vypln´ı cely´ objem konecˇne´ podmnozˇiny fa´zove´ho prostoru. Tuto
vlastnost lze vyja´drˇit jako:
δx(t) ≈ eλt δx(0), (2.35)
kde λ je mı´ra vza´jemne´ho vzdalova´n´ı trajektori´ı oznacˇovana´ jako Ljapunov˚uv exponent.
Pro libovolneˇ malou (konecˇnou) pocˇa´tecˇn´ı odchylku |δx(0)| lze definovat Ljapunov˚uv cˇas
TLyap jako ukazatel citlivosti syste´mu:
TLyap ≈ − 1
λ
ln
∣∣∣∣δx(0)L
∣∣∣∣ , (2.36)
kde L je maxima´ln´ı rozmeˇr fa´zove´ho prostoru. Ljapunov˚uv cˇas je tedy cˇas, za ktery´ veli-
kost koule, na pocˇa´tku srovnatelna´ s odchylkou pozorova´n´ı, naroste do velikosti srovnatelne´
s rozmeˇrem fa´zove´ho prostoru.
Kladna´ hodnota Ljapunovova exponentu sama o sobeˇ nevede ke vzniku chaosu - trajekto-
rie se od sebe pouze vzdaluj´ı. Du˚lezˇitou potrˇebnou vlastnost´ı je tzv. chaoticke´ mı´cha´n´ı (cha-
otic mixing). Vy´voj trajektori´ı je totizˇ omezen konecˇny´m rozmeˇrem podmnozˇiny fa´zove´ho
prostoru. Proto se trajektorie mus´ı k sobeˇ znovu prˇiblizˇovat a opeˇt se od sebe vzdalovat
v jedinecˇne´m smyslu.
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Jisteˇ je na mı´steˇ se pta´t, kdy je vliv chaoticke´ho chova´n´ı syste´mu vy´znamny´ a kdy nikoliv.
Planety slunecˇn´ı soustavy se pohybuj´ı chaoticky, jak uka´zal Poincare´. Prˇesto se na´m darˇ´ı
velmi prˇesneˇ prˇedv´ıdat jejich pohyb dlouho (v lidske´m meˇrˇ´ıtku) do budoucnosti.
Zjednodusˇeneˇ lze rˇ´ıci, zˇe pokud je Ljapunov˚uv cˇas kratsˇ´ı nezˇ doba nasˇeho pozorova´n´ı,
bylo by chybou chaos nestudovat. Proto teorie chaosu nale´za´ dobre´ uplatneˇn´ı v mechanice
klasicke´ i kvantove´, chemii a biologii.
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Kapitola 3
Metody numericke´ho rˇesˇen´ı
Pro rˇesˇen´ı disipativn´ıch dynamicky´ch syste´mu˚1 beˇzˇneˇ postacˇuj´ı tzv. explicitn´ı numericke´
metody, viz [24]. Vy´pocˇet pomoc´ı explicitn´ıch metod je obecneˇ jednodusˇsˇ´ı nezˇ u implicitn´ıch,
nicme´neˇ stabilita rˇesˇen´ı je nizˇsˇ´ı.
Rˇesˇen´ı se prova´d´ı numerickou integrac´ı a vy´sledna´ trajektorie vznika´ v uvedeny´ch prˇ´ıpa-
dech aproximac´ı polynomem stupneˇ k. Konzervativn´ı2 syste´my zpravidla vyzˇaduj´ı robustneˇjˇs´ı
numericke´ metody kv˚uli na´rocˇnosti na numerickou stabilitu rˇesˇen´ı.
3.1 Jednokrokove´ metody
3.1.1 Eulerova metoda
Eulerova metoda je nejjednodusˇsˇ´ı explicitn´ı metodou pro rˇesˇen´ı obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch
rovnic prvn´ıho rˇa´du. Eulerova metoda je jednokrokova´3 a jednobodova´4 numericka´ metoda.
Uvazˇujme diferencia´ln´ı rovnici ve tvaru:
dx
dt
= F(t,x(t)). (3.1)
Prˇedpis Eulerovy metody je potom:
x(t+ h) = x(t) + hF(t, x(t)), (3.2)
kde h je krok numericke´ metody a F(t, x(t)) je smeˇrnice aproximacˇn´ı prˇ´ımky v bodeˇ x(t).
Smeˇrnici F(t, x(t)) lze obdrzˇet jako numerickou prvn´ı derivaci. Prˇiblizˇneˇ potom plat´ı:
f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h
. (3.3)
Po u´praveˇ lze tedy psa´t:
f(x+ h) ≈ f(x) + h f ′(x). (3.4)
1 U disipativn´ıho mechanicke´ho syste´mu se celkova´ energie syste´mu nezachova´va´. Disipace energie mu˚zˇe
by´t zp˚usobena naprˇ´ıklad tlumen´ım syste´mu.
2 V konzervativn´ıch mechanicky´ch syste´mech z˚usta´va´ celkova´ energie syste´mu konstantn´ı.
3 Pro rˇesˇen´ı k-krokove´ numericke´ metody je zapotrˇeb´ı zna´t k prˇedchoz´ıch stav˚u - krok˚u.
4 Prˇi rˇesˇen´ı pomoc´ı l-bodove´ numericke´ metody je potrˇeba spocˇ´ıtat l hodnot funkce F (t, x(t)).
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Pro rˇesˇen´ı dynamicke´ho syste´mu s n stavovy´mi promeˇnny´mi naby´va´ prˇedpis Eulerovy
metody tvaru:
xi(t+ h) = xi(t) + hFi(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)). (3.5)
Eulerova metoda nen´ı obecneˇ spolehliveˇ pouzˇitelna´. Z´ıskany´ na´sleduj´ıc´ı stav syste´mu
odpov´ıda´ skutecˇnosti pouze prˇi konstantn´ı rychlosti syste´mu. Prˇi nenulove´m zrychlen´ı se
novy´ stav syste´mu nutneˇ nacha´z´ı na jine´ bl´ızke´ trajektorii, viz obra´zek 3.1.
h h
xi
xi+1
xi+2
x (t)a
x (t)b
x (t)c
Obra´zek 3.1: Odchylova´n´ı od skutecˇne´ trajektorie prˇi pouzˇit´ı Eulerovy metody.
Chyba Eulerovy metody je rˇa´du O(h2). Jedna´ se tedy o metodu prvn´ıho rˇa´du5 s chybou
odhadu nove´ho stavu |εi| < Ch2, kde C je konstanta.
3.1.2 Semi-implicitn´ı Eulerova metoda
Mnohem stabilneˇjˇs´ıho rˇesˇen´ı prˇi pouzˇit´ı Eulerovy metody lze dosa´hnout jednodouchou u´pra-
vou vycha´zej´ıc´ı z vlastnost´ı dynamicky´ch syste´mu˚. Dynamicke´ syste´my popisuj´ıc´ı chova´n´ı
mechanicky´ch konstrukc´ı maj´ı p˚uvod v diferencia´ln´ıch rovnic´ıch druhe´ho rˇa´du a pomoc´ı jed-
noduchy´ch substituc´ı se upravuj´ı na diferencia´ln´ı rovnice prvn´ıho rˇa´du.
Naprˇ´ıklad diferencia´ln´ı rovnici ve tvaru:
m
d2x
dt2
+ c
dx
dt
+ k x = 0, (3.6)
lze substituc´ı
v =
dx
dt
, (3.7)
upravit na soustavu
dv
t
= − c
m
v− k
m
x,
dx
dt
= v.
(3.8)
5 Metoda s chybou O(hp) se nazy´va´ metodou rˇa´du p− 1.
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Prˇi rˇesˇen´ı Eulerovou metodou, viz (3.2), dosta´va´me diferencˇn´ı vztahy:
v(t+ h) = v(t)− h ( c
m
v(t) +
k
m
x(t)),
x(t+ h) = x(t) + hv(t).
(3.9)
Pokud nejdrˇ´ıve vyrˇesˇ´ıme hodnotu stavove´ promeˇnne´ v v cˇase t + h, lze prˇedpis (3.9)
upravit na:
v(t+ h) = v(t)− h ( c
m
v(t) +
k
m
x(t)),
x(t+ h) = x(t) + hv(t+ h).
(3.10)
Popsana´ u´prava Eulerovy metody tedy spocˇ´ıva´ v pouzˇit´ı noveˇ vypocˇtene´ rychlosti v pro
vy´pocˇet nove´ho posunut´ı x. Stejne´ stability vy´pocˇtu dosa´hneme opacˇnou u´pravou, totizˇ
uzˇit´ım noveˇ vypocˇtene´ho posunut´ı pro vy´pocˇet nove´ rychlosti.
3.1.3 Metoda Runge-Kutta
Metoda Runge-Kutta je jednokrokova´ a cˇtyrˇbodova´ numericka´ metoda. Pro vy´pocˇet je tedy
zapotrˇeb´ı zna´t jeden prˇedchoz´ı stav a hodnoty funkce F(t, x(t)) ve cˇtyrˇech bodech. Pr˚ubeˇh
funkce je aproximova´n polynomem cˇtvrte´ho stupneˇ. Prˇedpis metody Runge-Kutta
je na´sleduj´ıc´ı:
k1 = F
(
t, x(t)
)
,
k2 = F
(
t+
h
2
, x(t) + k1
h
2
)
,
k3 = F
(
t+
h
2
, x(t) + k2
h
2
)
,
k4 = F
(
t+ h, x(t) + k3 h
)
,
x(t+ h) = x(t) +
h
6
(
k1 + 2k2 + 2k3 + k4
)
.
(3.11)
Chyba metody Runge-Kutta je rˇa´du O(h5). Pro rˇesˇen´ı soustav rovnic dynamicke´ho
syste´mu s n stavovy´mi promeˇnny´mi lze prˇedpis zobecnit:
k1i = Fi
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)
)
k2i = Fi
(
t+
h
2
, x1(t) + k11
h
2
, x2(t) + k12
h
2
, . . . , xn(t) + k1n
h
2
)
k2i = Fi
(
t+
h
2
, x1(t) + k21
h
2
, x2(t) + k22
h
2
, . . . , xn(t) + k2n
h
2
)
k4i = Fi
(
t+ h, x1(t) + k31 h, x2(t) + k32 h, . . . , xn(t) + k3n h
)
xi(t+ h) = x(t) +
h
6
(
k1i + 2k2i + 2k3i + k4i
)
, i = 1, 2, . . . , n.
(3.12)
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3.2 Vı´cekrokove´ metody
Prˇi rˇesˇen´ı pomoc´ı v´ıcekrokove´ (k-krokove´) metody potrˇebujeme k vypocˇten´ı na´sleduj´ıc´ıho
stavu zna´t k prˇedchoz´ıch stav˚u syste´mu.
Je zrˇejme´, zˇe nutnost udrzˇovat v pameˇti hodnoty stavovy´ch promeˇnny´ch k prˇedchoz´ıch
stav˚u navy´sˇ´ı pameˇt’ovou na´rocˇnost vy´pocˇtu. V praxi tato skutecˇnost ovsˇem nemus´ı mı´t
za´sadn´ı vy´znam. Zvla´sˇt’ v porovna´n´ı s programa´torovy´mi rezervami v implementaci modelu.
Samotna´ vy´pocˇetn´ı slozˇitost obecneˇ neroste s pocˇtem krok˚u.
V obecne´m prˇ´ıpadeˇ linea´rn´ı k−krokove´ metody plat´ı prˇedpis pro novy´ stav:
xn+1 = a0xn + a1xn−1 + . . .+ akxn−k+1 + h(b0Fn+1 + b1Fn + . . .+ bkFn−k+1), (3.13)
kde ai a bi jsou vhodne´ konstanty. Pokud je konstanta b0 nenulova´, potom pro vy´pocˇet nove´ho
stavu potrˇebujeme nezna´mou hodnotu Fn+1 = F(tx+1, xn+1). U´lohu proto mus´ıme rˇesˇit
iterac´ı. Takova´ metoda se nazy´va´ implicitn´ı a jej´ı vy´pocˇetn´ı slozˇitost za´vis´ı na konvergenci
iteracˇn´ı metody.
Pokud je konstanta b0 rovna nule, metoda se nazy´va´ explicitn´ı. Pro jej´ı rˇesˇen´ı postacˇ´ı
znalost k prˇedchoz´ıch stav˚u syste´mu. Vy´pocˇet je jednodusˇsˇ´ı, avsˇak oblast stability rˇesˇen´ı je
mensˇ´ı. Vy´pocˇet spocˇ´ıva´ v nahrazen´ı prˇedpokla´dane´ trajektorie polynomem stupneˇ k.
3.2.1 Adamsovy metody
Za´stupcem explicitn´ıch v´ıcekrokovy´ch metod je Adams-Bashforthova metoda s prˇedpisem:
xn+1 = xn + h(b1Fn + b2Fn−1 + . . .+ bkFn−k+1), (3.14)
kde koeficienty bi za´vis´ı na pocˇtu krok˚u a jsou tabelova´ny, viz [24]. Je zrˇejme´, zˇe pokud pro
vy´pocˇet pomoc´ı k−krokove´ metody je zapotrˇeb´ı znalost k prˇedchoz´ıch stav˚u syste´mu, nelze
samotnou simulaci zaha´jit prˇ´ımo v´ıcekrokovou metodou. Potrˇebne´ u´vodn´ı kroky z´ıska´me
pouzˇit´ım neˇktere´ z jednokrokovy´ch6 metod.
Polynom k nahrazen´ı trajektorie pouzˇ´ıva´ i za´stupce iteracˇn´ıch v´ıcekrokovy´ch metod,
tzv. Adams-Moultonova metoda. V jej´ım prˇedpisu:
xn+1 = xn + h(b0Fn+1 + b1Fn + b2Fn−1 + . . .+ bkFn−k+1), (3.15)
figuruje nezna´my´ stav Fn+1. Pro k krok˚u je metoda rˇa´du k + 1. Koeficienty bi jsou rovneˇzˇ
tabelova´ny. Jizˇ bylo zmı´neˇno, zˇe prˇednost´ı takove´ implicitn´ı metody je vysˇsˇ´ı stabilita rˇesˇen´ı,
ovsˇem za cenu iterace ke stavu Fn+1.
3.3 Adaptivn´ı metody
S prˇihle´dnut´ım k povaze konkre´tn´ı u´lohy lze zvy´sˇit efektivitu rˇesˇen´ı, budeme-li se snazˇit ma-
ximalizovat krok h cˇasove´ diskretizace prˇi soucˇasne´m sledova´n´ı relativn´ı chyby. Pro adaptivn´ı
metodu proto zrˇejmeˇ nen´ı vstupem hodnota kroku h, ny´brzˇ maxima´ln´ı prˇijatelna´ relativn´ı
chyba εmax.
Vy´pocˇet proto prob´ıha´ neza´visle s uzˇit´ım v´ıce cˇasovy´ch krok˚u a obdrzˇene´ relativn´ı chyby
jsou porovna´ny s hodnotou εmax za u´cˇelem zvolen´ı optima´ln´ıho kroku.
Lze si prˇedstavit, zˇe nutny´ benefit, ktery´ pouzˇit´ım adaptivn´ı metody mus´ıme z´ıskat,
abychom vykoupili jej´ı na´rocˇnost, obecneˇ nelze zarucˇit.
6Jednokrokove´ metody se proto nazy´vaj´ı take´ samostartovac´ı.
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Dynamicka´ odezva syste´mu
Dynamicke´ chova´n´ı mechanicky´ch konstrukc´ı je podmı´neˇno neˇkolika za´kladn´ımi pozˇadavky.
V prve´ rˇadeˇ mus´ı model obsahovat hmotny´ cˇlen se setrvacˇny´mi vlastnostmi, ktere´mu nen´ı
okrajovy´mi podmı´nkami zamezen pohyb. Takovy´ prvek slouzˇ´ı v syste´mu jako nositel kineticke´
energie.
Beˇzˇnou soucˇa´st´ı mechanicky´ch syste´mu˚ jsou cˇleny schopne´ deformace− translacˇn´ı, rotacˇn´ı
cˇi smykove´ pruzˇiny. Tyto funguj´ı v modelu jako nositele potencia´ln´ı energie deformace. Aku-
mulace energie za´visle´ na poloze mu˚zˇe by´t take´ naprˇ´ıklad d˚usledkem p˚usoben´ı gravitacˇn´ıho
zrychlen´ı.
Prˇi mechanicke´ prˇemeˇneˇ mezi potencia´ln´ı a kinetickou energi´ı cˇasto docha´z´ı k tzv. vratne´-
mu pohybu, kmita´n´ı − nejcˇasteˇjˇs´ı formeˇ pohybu mechanicky´ch konstrukc´ı. Potrˇebna´ energie
mu˚zˇe by´t v soustaveˇ prˇ´ıtomna bud’ na za´kladeˇ pocˇa´tecˇn´ı deformace nebo pocˇa´tecˇn´ı rychlosti,
anebo ji mu˚zˇe doda´vat vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı v cˇase.
4.1 Tlumen´ı
Prˇi modelova´n´ı rea´lny´ch konstrukc´ı je zapotrˇeb´ı vystihnout jev u´tlumu - disipace energie
z modelu do jeho okol´ı. Prˇ´ıcˇiny u´tlumu, viz [5], jsou prˇedevsˇ´ım:
• materia´love´ tlumen´ı − prˇemeˇna kineticke´ energie konstrukce na teplo, prˇesneˇji na ki-
netickou energii cˇa´stic materia´lu,
• tlumen´ı odporem prostrˇed´ı − prˇemeˇna kineticke´ energie konstrukce na kinetickou ener-
gii cˇa´stic okoln´ıho prostrˇed´ı.
Souhrnny´ vliv u´tlumu konstrukce je zrˇejmeˇ nelinea´rn´ı. Pro vystizˇen´ı tlumen´ı mecha-
nicky´ch konstrukc´ı se beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´ kombinace forem matematicke´ho u´tlumu:
C = C0 + C1 + C2 + . . . , (4.1)
kde C je vy´sledna´ tlumı´c´ı s´ıla, C0 je konstantn´ı slozˇka tlumı´c´ı s´ıly a na´sleduj´ıc´ı slozˇky Ci jsou
slozˇky tlumen´ı za´visle´ho na rychlosti posunu. Beˇzˇneˇ pouzˇ´ıvane´ slozˇky u´tlumu budou popsa´ny
da´le.
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Konstantn´ı u´tlum
Vliv suche´ho (Coulombova) trˇen´ı prˇitlacˇovany´ch povrch˚u lze vystihnout konstantn´ım od-
porem proti smeˇru posunu. Prˇedpis pro konstantn´ı u´tlum je jednodusˇe:
C0 = µFs pro v > 0,
C0 = −µFs pro v < 0,
(4.2)
kde µ je koeficient suche´ho trˇen´ı a Fs je vza´jemna´ prˇ´ıtlacˇna´ s´ıla povrch˚u.
U´tlum linea´rneˇ za´visly´ na rychlosti
Linea´rn´ı za´vislost tlumen´ı na rychlosti posunu dobrˇe vystihuje vliv pruzˇne´ho prˇetvorˇen´ı
materia´lu nebo odpor okoln´ıho prostrˇed´ı prˇi maly´ch rychlostech.
Prˇedpis linea´rn´ıho u´tlumu je zrˇejmeˇ:
C1 = c1 v, (4.3)
kde c1 je koeficient linea´rn´ıho u´tlumu a v je rychlost posunu.
U´tlum za´visly´ na mocnineˇ rychlosti
Tlumen´ı za´visle´ na vysˇsˇ´ıch mocnina´ch rychlosti je nejcˇasteˇji uzˇ´ıva´no ve snaze vystihnout
odpor okoln´ıho prostrˇed´ı prˇi vysˇsˇ´ıch a vysoky´ch rychlostech.
S prˇedpisem:
C2 = c2 v
2, (4.4)
kde c2 je koeficient kvadraticke´ho u´tlumu a v je rychlost posunu.
Vhodne´ kombinace forem matematicke´ho u´tlumu slouzˇ´ı v prˇ´ıpadeˇ model˚u mechanicky´ch
konstrukc´ı dostatecˇneˇ vy´ztizˇneˇ. V prˇ´ıpadeˇ model˚u stavebneˇ mechanicky´ch konstrukc´ı je nejcˇasteˇji
pouzˇ´ıva´na slozˇka u´tlumu linea´rneˇ za´visle´ho na rychlosti posunut´ı.
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4.2 Dynamicke´ zat´ızˇen´ı
Vneˇjˇs´ı dynamicke´ zat´ızˇen´ı neusta´le prˇiva´d´ı do konstrukce energii v r˚uzny´ch podoba´ch. Pr˚ubeˇh
promeˇnlive´ho zat´ızˇen´ı mu˚zˇe by´t zcela obecny´, stejneˇ jako vynucena´ odezva konstrukce:
• obecne´ zat´ızˇen´ı (take´ aperiodicke´) se meˇn´ı v cˇase zcela neomezeneˇ. Jako celek nen´ı
zjevnou periodickou funkc´ı cˇasu, viz obra´zek 4.1.
t
F
Obra´zek 4.1: Pr˚ubeˇh obecne´ho buzen´ı.
• periodicke´ zat´ızˇen´ı je zat´ızˇen´ı, ktere´ se s urcˇitou periodou neusta´le opakuje v cˇase, viz
obra´zek 4.2.
t
F
Obra´zek 4.2: Pr˚ubeˇh periodicke´ho buzen´ı.
• harmonicke´ zat´ızˇen´ı je podmnozˇinou periodicke´ho zat´ızˇen´ı, jenzˇ je zrˇejmeˇ harmonickou
funkc´ı cˇasu, viz obra´zek 4.3.
t
F
Obra´zek 4.3: Pr˚ubeˇh harmonicke´ho buzen´ı.
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4.3 Dynamicka´ odezva konstrukce
4.3.1 Volne´ kmita´n´ı
Pokud nen´ı konstrukce vystavena vneˇjˇs´ımu buzen´ı, avsˇak se nenacha´z´ı v klidove´m stavu,
docha´z´ı k jej´ımu volne´mu kmita´n´ı. Vlastn´ı frekvence a vlastn´ı tvary prˇi volne´m kmita´n´ı jsou
za´kladn´ı ukazatele tuhostn´ıch a hmotnostn´ıch vlastnost´ı konstrukce.
4.3.2 Rezonance
Rezonance je dynamicky´ jev, ktery´ nasta´va´ v prˇ´ıpadeˇ souladu (i prˇiblizˇne´ho) neˇktere´ z vlastn´ıch
frekvenc´ı s frekvenc´ı vneˇjˇs´ıho periodicke´ho zat´ızˇen´ı. Z fyzika´ln´ıho pohledu se jedna´ o hromadeˇn´ı
energie v syste´mu.
V prˇ´ıpadeˇ linea´rneˇ se chovaj´ıc´ıho syste´mu s jedinou vy´raznou vlastn´ı frekvenc´ı lze zobrazit
amplitudu usta´lene´ho chova´n´ı v za´vislosti na frekvenci bud´ıc´ı s´ıly, viz obra´zek 4.4.
f [Hz]
A
u
st
[−
]
Obra´zek 4.4: Amplituda usta´lene´ho kmita´n´ı v za´vislosti na frekvenci buzen´ı.
Budeme-li uvazˇovat harmonickou bud´ıc´ı s´ılu s konstantn´ı amplitudou a frekvenc´ı bl´ızkou
vlastn´ı frekvenci konstrukce, potom vy´chylka kmita´n´ı konstrukce bude linea´rneˇ r˚ust nade
vsˇechny meze, viz obra´zek 4.5. V prˇ´ıpadeˇ rea´lne´ konstrukce azˇ do meze u´nosnosti.
Beˇzˇnou snahou prakticke´ho navrhova´n´ı konstrukc´ı je proto odda´lit vlastn´ı frekvence kon-
strukce a frekvence prˇedpokla´dane´ho vneˇjˇs´ıho buzen´ı. Podobneˇ je trˇeba vysˇetrˇit interference
vlastn´ıch frekvenc´ı v r˚uzne´m nama´ha´n´ı, naprˇ´ıklad v ohybu a kroucen´ı.
4.3.3 Odezva na dynamicke´ zat´ızˇen´ı
Pouze v prˇ´ıpadeˇ linea´rneˇ se chovaj´ıc´ıch konstrukc´ı lze s jistotou usuzovat, zˇe povaha dyna-
micke´ odezvy bude prˇ´ımo odpov´ıdat povaze dynamicke´ho zat´ızˇen´ı. U nelinea´rn´ıch syste´mu˚
nen´ı odezva prˇ´ımo sva´za´na s typem buzen´ı.
Nelinearita mu˚zˇe zp˚usobovat odezvu slozˇiteˇjˇs´ı nezˇ charakter zat´ızˇen´ı, naprˇ´ıklad peri-
odicke´ kmita´n´ı konstrukce vynucene´ harmonicky´m zat´ızˇen´ım. Naopak, konstrukce buzena´
obecnou zateˇzˇovac´ı funkc´ı se mu˚zˇe usta´lit v periodicke´m pohybu. Takovy´ jev se nazy´va´ sa-
moorganizace.
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t [s]
A
[−
]
Odezva
Buzen´ı
Obra´zek 4.5: Na´r˚ust amplitudy kmita´n´ı prˇi rezonanci.
4.3.4 Vy´voj dynamicke´ odezvy v cˇase
Kvality odezvy dynamicky zat´ızˇene´ konstrukce se obecneˇ meˇn´ı v cˇase. Lze prˇedlozˇit jejich
volne´ rozdeˇlen´ı, viz [5]:
• prˇechodova´ oblast nevykazuje zjevne´ zna´mky prˇedv´ıdatelnosti. Kmita´n´ı ma´ velmi (prˇ´ıliˇs)
slozˇity´ pr˚ubeˇh. Prˇechodova´ oblast mu˚zˇe trvat libovolneˇ dlouho, z cˇehozˇ je zrˇejme´, zˇe
jde o velmi va´gn´ı pojem urcˇeny´ prˇedevsˇ´ım pro zakryt´ı nasˇ´ı neznalosti,
• ustalova´n´ı pohybu je jev kvalitativneˇ podobny´ s usta´leny´m pohybem. Jeho sledova´n´ım
lze uka´zat postupne´ prˇiblizˇova´n´ı k usta´lene´mu stavu,
• usta´leny´ pohyb je potom idealizovany´ stav s periodicky se opakuj´ıc´ımi kvalitativn´ı
i kvantitativn´ı slozˇkou.
Nast´ıneˇny´ pr˚ubeˇh odezvy konstrukce lze prˇipodobnit k hleda´n´ı loka´ln´ıho minima ve
cˇlenite´m prostoru. Je zrˇejme´, zˇe slozˇitost takove´ho proble´mu je mimo rozsah lidske´ho smys-
love´ho vn´ıma´n´ı. Cely´ syste´m je nav´ıc neusta´le excitova´n vneˇjˇs´ım zat´ızˇen´ım.
V mnoha prˇ´ıpadech, jak bude uka´za´no, je proto obt´ızˇne´ mluvit o usta´lene´ nebo ustaluj´ıc´ı
se odezveˇ. Zp˚usoby zkouma´n´ı nelinea´rn´ıch projev˚u konstrukc´ı prˇedkla´da´ na´sleduj´ıc´ı kapitola.
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Nelinea´rn´ı jevy a jejich sledova´n´ı
Dynamicke´ modely mechanicky´ch syste´mu˚ se obecneˇ mohou skla´dat z mnoha stupnˇ˚u volnosti.
Je tedy zrˇejme´, zˇe fa´zovy´ prostor bude zpravidla naby´vat dimenze vysˇsˇ´ı, nezˇ lze lidsky´mi
smysly vn´ımat.
Esence vysˇetrˇova´n´ı takovy´ch v´ıcerozmeˇrny´ch proble´mu˚ v podstateˇ vzˇdy spocˇ´ıva´ ve sn´ızˇen´ı
pocˇtu dimenz´ı pomoc´ı projekce do prostoru nizˇsˇ´ı dimenze. Sn´ızˇen´ı dimenze proble´mu ovsˇem
obecneˇ prˇina´sˇ´ı zkreslen´ı skutecˇne´ho vy´voje syste´mu. Prˇi projekci trajektori´ı do prostor˚u nizˇsˇ´ı
dimenze se tyto nutneˇ zacˇ´ınaj´ı prot´ınat. Trajektorii jizˇ nelze zpeˇtneˇ sledovat do minulosti,
nebot’ obecneˇ nen´ı mozˇne´ rozliˇsit dveˇ krˇ´ızˇ´ıc´ı se trajektorie1, viz naprˇ´ıklad [23].
5.1 Limitn´ı mnozˇiny
Prˇi studiu chova´n´ı nelinea´rn´ıch syste´mu˚ lze pozorovat ustalova´n´ı odezvy syste´mu, viz odsta-
vec 4.3.4. Charakter usta´lene´ho stavu mu˚zˇe by´t obecneˇ velmi slozˇity´. Prˇi definic´ıch limitn´ıch
(te´zˇ atrakcˇn´ıch nebo prˇitahuj´ıc´ıch) mnozˇin ve fa´zove´m prostoru uzˇijeme teoreticky´ za´klad
uvedeny´ v kapitole 2.
5.1.1 Limitn´ı body
Limitn´ım bodem y k bodu x ve fa´zove´m prostoru Rn rozumı´me bod, k neˇmuzˇ se asymptoticky
bl´ızˇ´ı trajektorie x(t) procha´zej´ıc´ı bodem x, viz [34]. Lze definovat dva druhy limitn´ıho bodu:
• ω-limitn´ı bod prˇitahuje trajektorii v cˇase +∞, tedy:
lim
t→∞Φt(x) = y, (5.1)
• α-limitn´ı bod prˇitahuje trajektorii v cˇase −∞, tedy:
lim
t→−∞Φt(x) = y. (5.2)
1 Pouze v jednoduchy´ch prˇ´ıpadech lze z pozˇadavk˚u na spojitost vsˇech derivac´ı odhadnout, ktera´ trajektorie
vstoupila a vystoupila z pr˚usecˇ´ıku stav˚u.
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5.1.2 Limitn´ı cykly
Limitn´ım cyklem je podle definic 2.2.1 orbita, uzavrˇena´ trajektorie ve fa´zove´m prostoru.
Limitn´ı orbity jsou obecneˇ dvoj´ıho druhu:
• periodicka´ orbita je stabiln´ım (podle definic 2.4.3 a 2.4.4) cyklem opakuj´ıc´ım se
s konecˇnou periodou,
• kvaziperiodicka´ orbita je stabiln´ı cyklus s nekonecˇnou periodou. Tvorˇ´ı rozhran´ı mezi
periodickou orbitou a chaoticky´m atraktorem.
5.1.3 Chaoticke´ atraktory
Chaoticky´ (take´ podivny´) atraktor je nejslozˇiteˇjˇs´ı limitn´ı mnozˇinou. Je charakteristicky´ ne-
stabiln´ım chova´n´ım trajektori´ı, viz sekce 2.6 a 2.7. Typicky se jedna´ o nekompaktn´ı oblast
ve fa´zove´m prostoru s frakta´ln´ımi kvalitami, viz na´sleduj´ıc´ı kapitoly.
5.2 Baze´ny prˇitazˇlivosti
Z prˇedchoz´ı sekce lze vyvodit, zˇe pro kazˇdy´ bod ve fa´zove´m prostoru, j´ımzˇ procha´z´ı trajek-
torie, lze urcˇit odpov´ıdaj´ıc´ı limitn´ı stav. Mu˚zˇeme tak identifikovat oblasti ve fa´zove´m pro-
storu, ktere´ prˇitahuje pra´veˇ zkoumana´ limitn´ı mnozˇina. Takove´ oblasti se nazy´vaj´ı baze´ny
prˇitazˇlivosti (basins of attraction) dane´ limitn´ı mnozˇiny. Rozhran´ı mezi baze´ny prˇitazˇlivosti
jednotlivy´ch limitn´ıch mnozˇin mu˚zˇe mı´t frakta´ln´ı kvality. Urcˇen´ı limitn´ı mnozˇiny na rozhran´ı
baze´n˚u tak by´va´ nejednoznacˇne´.
Na obra´zc´ıch 5.2 a a 5.1 jsou uka´za´ny baze´ny prˇitazˇlivosti jednoduche´ho rota´toru, viz ka-
pitola 7. Zobrazen´ı baze´n˚u prˇitazˇlivosti je zde provedeno v dvourozmeˇrne´m prostoru pocˇa´tecˇ-
n´ıch podmı´nek: u´hlove´ rychlosti kyvadla ω0 a u´hlu ϕ. Pro kazˇdou kombinaci pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nek je proveden vy´pocˇet a zaznamena´na maxima´ln´ı u´hlova´ rychlost ω v konecˇne´
fa´zi simulace. Hodnota u´hlove´ rychlosti je vyja´drˇena barvou pixelu pro danou kombinaci
pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek.
Na za´kladeˇ prˇedpoklad˚u z´ıskany´ch naprˇ´ıklad studiem bifurkacˇn´ıho diagramu, viz sekce
5.4, lze usuzovat, zˇe zde se syste´m mu˚zˇe usta´lit pra´veˇ ve trˇech limitn´ıch cyklech.
Z vy´sˇe uvedene´ho vyply´va´, zˇe prˇi zobrazova´n´ı mnoharozmeˇrne´ho proble´mu do nizˇsˇ´ı di-
menze se beˇzˇneˇ dopousˇt´ıme zkreslova´n´ı skutecˇnosti. Proto by toto pocˇ´ına´n´ı meˇlo by´t zalozˇeno
na rozumny´ch prˇedpokladech, aby vy´sledna´ projekce meˇla smysl a fyzika´ln´ı od˚uvodneˇn´ı. Prˇi
porovna´n´ı obra´zk˚u 5.2 a 5.1 lze nav´ıc konstatovat, zˇe nav´ıc mu˚zˇe za´lezˇet na rozliˇsen´ı zobra-
zen´ı - at’ uzˇ jemnosti rastru nebo pestrosti barevne´ slozˇky.
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Obra´zek 5.1: Baze´ny prˇitazˇlivosti jednoduche´ho rota´toru v monochromaticke´ barevne´ sˇka´le.
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Obra´zek 5.2: Baze´ny prˇitazˇlivosti jednoduche´ho rota´toru v trilinea´rn´ı barevne´ sˇka´le.
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5.3 Poincare´ho mapa
Jizˇ v u´vodu kapitoly bylo naznacˇeno, zˇe prˇi studiu dynamicke´ho syste´mu s v´ıce stavovy´mi
promeˇnny´mi jizˇ dimenze fa´zove´ho prostoru prˇevysˇuje mozˇnosti lidske´ho vn´ıma´n´ı.
Poincare´ho mapa vznika´ rˇezem fa´zove´ho prostoru vhodneˇ zvolenou nadplochou, kde jedna
nebo v´ıce stavovy´ch promeˇnny´ch ma´ konstantn´ı hodnotu, viz obra´zek 5.3. Konstrukc´ı Po-
incare´ho mapy vznika´ nejcˇasteˇji rovinne´ zobrazen´ı, ktere´ umozˇnˇuje vyuzˇ´ıvat na´stroje pro
studium linearizovany´ch syste´mu˚ v rovineˇ, viz kapitola 2. Jedna´ se tedy o vy´znamny´ zp˚usob
zobrazen´ı a jeden ze za´kladn´ıch na´stroj˚u pro studium chova´n´ı dynamicky´ch syste´mu˚, viz [5],
[24], [14] a dalˇs´ı.
X( )t
Σ
Obra´zek 5.3: Idealizace konstrukce Poincare´ho mapy.
Prˇi kazˇde´m pr˚uniku trajektorie s rˇeznou rovinou vznika´ na plosˇne´ Poincare´ho mapeˇ bod,
oznacˇme jej xi, ktery´ jednoznacˇneˇ urcˇuje pozici dalˇs´ıho pr˚usecˇ´ıku xi+1 trajektorie s rˇeznou
rovinou. Poincare´ho mapa se proto nazy´va´ take´ mapou prvn´ıho na´vratu.
5.3.1 Volba rˇezny´ch rovin
Prˇi konstrukci mapy Poincare´ho je vhodna´ volba rˇezne´ roviny za´sadn´ım proble´mem. Jizˇ
z jednoduche´ho obra´zku 5.3 je zrˇejme´, zˇe vy´sledne´ zobrazen´ı se mu˚zˇe pro jednotlive´ polohy
rˇezne´ roviny fata´lneˇ liˇsit. Umı´steˇn´ı rˇezne´ roviny by meˇlo mı´t idea´lneˇ fyzika´ln´ı od˚uvodneˇn´ı,
avsˇak prˇi zachova´n´ı zˇa´dane´ prˇehlednosti.
Pozice rˇezne´ roviny, navzdory neomezene´mu pocˇtu variant, se cˇasto vol´ı se zameˇrˇen´ım na:
• geometricky´ vy´znam − konstantn´ı hodnoty stavovy´ch promeˇnny´ch posunut´ı a po-
otocˇen´ı nebo na jejich rychlostech za´visly´ch integra´ln´ıch velicˇin,
• dynamicky´ vy´znam − konstantn´ı hodnoty stavovy´ch promeˇnny´ch nebo jiny´ch velicˇin
derivovany´ch podle cˇasu,
• stroboskopicky´ vy´znam − prova´deˇn´ı rˇezu fa´zove´ho prostoru ve zvoleny´ch cˇasovy´ch
intervalech. Tato volba je uzˇitecˇna´ pokud se neˇktera´ ze stavovy´ch promeˇnny´ch vyv´ıj´ı
periodicky v cˇase. Naprˇ´ıklad prˇi harmonicke´m buzen´ı konstrukce.
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5.3.2 Projevy limitn´ıho chova´n´ı v Poincare´ho mapeˇ
Ukazˇme nyn´ı na´zorneˇ, jak lze Poincare´ho mapu pouzˇ´ıt pro diagnostiku usta´lene´ho chova´n´ı
syste´mu. Jako prˇ´ıklad poslouzˇ´ı model jednoduche´ho rota´toru, viz sekce 7. Odvozen´ı mate-
maticke´ho modelu je te´zˇ uvedeno v prˇ´ıslusˇne´ sekci.
Bezprostrˇedneˇ je trˇeba poznamenat, zˇe fa´zovy´ prostor modelu obsahuje trˇi promeˇnne´:
u´hel natocˇen´ı rota´toru ϕ od svisle´ osy, u´hlovou rychlost rota´toru ω a harmonickou bud´ıc´ı s´ılu
f(t) = Acos(Ωt). Vzhledem k matematicke´ formulaci modelu dodejme, zˇe obsah fa´zove´ho
prostoru se zrˇejmeˇ opakuje v rozmez´ı od −pi do pi.
Jednoduchy´ limitn´ı cyklus
Obra´zek 5.3 jizˇ prˇedznamenal, zˇe limitn´ı cyklus prot´ına´ rˇeznou rovinu v konecˇne´m pocˇtu
bod˚u. Na obra´zku 5.4 je zobrazena Poincare´ho mapa pro jednoduchy´ limitn´ı cyklus.
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Obra´zek 5.4: Poincare´ho mapa jednoduche´ho limitn´ıho cyklu.
Syste´m se rovneˇzˇ mu˚zˇe usta´lit v kvaziperiodicke´ limitn´ı mnozˇineˇ. Cyklus ma´ potom ne-
konecˇneˇ dlouhou periodu a na Poincare´ho mapeˇ vytva´rˇ´ı idea´lneˇ kompaktn´ı mnozˇinu bod˚u,
viz obra´zek 5.5.
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Obra´zek 5.5: Poincare´ho mapa jednoduche´ho limitn´ıho cyklu vyplnˇuj´ıc´ıho kompaktn´ı oblast.
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Vı´cecˇetny´ limitn´ı cyklus
Uzavrˇeny´ limitn´ı cyklus mu˚zˇe rovneˇzˇ prot´ınat rˇeznou rovinu ve v´ıce oblastech cˇi bodech.
Na obra´zku 7.4 je zobrazena Poincare´ho mapa ztrojene´ho kvaziperiodicke´ho limitn´ıho cyklu.
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Obra´zek 5.6: Poincare´ho mapa ztrojene´ho limitn´ıho cyklu vyplnˇuj´ıc´ıho kompaktn´ı oblasti.
Chaoticky´ atraktor
Chaoticky se vyv´ıjej´ıc´ı trajektorie neprot´ına´ rˇeznou rovinu v jedine´m bodeˇ, ani nevytva´rˇ´ı
kompaktn´ı oblasti. Jako vy´sledek chaoticke´ho chova´n´ı na Poincare´ho mapeˇ vznika´ rˇez cha-
oticky´m atraktorem. Nelze rˇ´ıci, zˇe se jedna´ o spojitou oblast. Kv˚uli chybeˇ pouzˇite´ nume-
ricke´ metody a chybeˇ zaokrouhlova´n´ı rˇesˇen´ı neusta´le prˇeskakuje mezi bl´ızky´mi trajektoriemi.
Z definic nestabiln´ıho chova´n´ı nav´ıc v´ıme, zˇe dveˇ nestabiln´ı trajektorie se od sebe velmi rychle
vzdaluj´ı.
Chaoticky´ atraktor je prˇi makroskopicke´m pohledu svoji hranic´ı zrˇejmeˇ omezen, prˇi
zveˇtsˇen´ı ma´ hranice ovsˇem zrˇetelneˇ difuzn´ı charakter. Mnozˇina chaoticke´ho atraktoru ma´
slozˇitou vrstevnatou strukturu. Trajektorie se totizˇ skutecˇneˇ nemohou prot´ınat a nejsou
periodicke´.
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Obra´zek 5.7: Poincare´ho mapa chaoticke´ho atraktoru.
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5.3.3 Pozna´mky k Poincare´ho mapa´m
Konstrukce Poincare´ho mapy je proces velmi na´rocˇny´ na vy´pocˇetn´ı dobu. Uvazˇme, zˇe nume-
ricke´ rˇesˇen´ı syste´mu je trˇeba prova´deˇt s vysokou prˇesnost´ı, tedy s maly´m cˇasovy´m krokem
a robustn´ı metodou rˇesˇen´ı.
Nejza´sadneˇjˇs´ı vliv na cˇasovou na´rocˇnost vy´pocˇtu ma´ ovsˇem n´ızka´ efektivita vytva´rˇen´ı
Poincare´ho mapy. Prˇedpokla´dejme, zˇe konkre´tn´ım prˇ´ıpadeˇ trajektorie prot´ına´ rˇeznou rovinu
vzˇdy kdyzˇ harmonicka´ funkce bud´ıc´ı s´ıly prˇekracˇuje nulovou hodnotu s kladnou prvn´ı deri-
vac´ı. Potom z cˇasove´ho u´seku ∆t = 2pi/Ω vyuzˇijeme do Poincare´ho mapy pouze jediny´ bod.
Pro vyniknut´ı chaoticky´ch atraktor˚u jsou nicme´neˇ zapotrˇeb´ı pocˇty bod˚u v rˇa´du 106 a v´ıce.
Vytvorˇen´ı vypov´ıdaj´ıc´ı Poincare´ho mapy usta´lene´ho chova´n´ı zrˇejmeˇ nara´zˇ´ı na nutnost
urcˇit, kdy syste´m povazˇovat za usta´leny´. Zejme´na prˇi konstrukci bifurkacˇn´ıch diagramu˚,
viz sekce 5.4, je nezbytne´ studovat za´vislost podoby Poincare´ho map na dobeˇ poskytnute´ pro
usta´len´ı, viz obra´zky 5.8 a 5.9. Uveˇdomme si, zˇe prˇi pr˚umeˇtu Poincare´ho mapy do osy ω se
mu˚zˇe neusta´leny´ jednoduchy´ limitn´ı cyklus jevit jako chaoticke´ chova´n´ı.
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Obra´zek 5.8: Poincare´ho mapa zaznamenana´ po usta´len´ı syste´mu.
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Obra´zek 5.9: Poincare´ho mapa zaznamenana´ vcˇetneˇ ustalova´n´ı syste´mu.
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5.4 Bifurkacˇn´ı diagram
Zobrazen´ı v mapeˇ Poincare´ho je silny´m na´strojem pro diagnostiku limitn´ıch stav˚u prˇi dany´ch
hodnota´ch rˇ´ıd´ıc´ıch parametr˚u syste´mu. Bifurkacˇn´ı diagram je navazuj´ıc´ı zobrazen´ı, jenzˇ
slouzˇ´ı ke studiu vy´voje limitn´ıch stav˚u syste´mu prˇi zmeˇneˇ jednoho nebo v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıh pa-
rametr˚u.
Prˇi konstrukci bifurkacˇn´ıho diagramu vytva´rˇ´ıme Poincare´ho mapu pro kazˇdou hodnotu
meˇn´ıc´ıho se rˇ´ıd´ıc´ıho parametru. V z´ıskane´ Poincare´ho mapeˇ provedeme pr˚umeˇt bod˚u na
jednu z os, naprˇ´ıklad na svislou osu u´hlove´ rychlosti ω, viz prˇ´ıklad v sekci 5.3. Samotny´
bifurkacˇn´ı diagram vznika´ postupny´m rˇazen´ım takovy´ch pr˚umeˇt˚u Poincare´ho map za sebe
ve smeˇru na´r˚ustu amplitudy bud´ıc´ı s´ıly.
Da´ se ocˇeka´vat, zˇe jednoduchy´ limitn´ı cyklus se v bifurkacˇn´ım diagramu zobraz´ı jako
jediny´ bod, zdvojeny´ cyklus jako dva body, chaoticke´ chova´n´ı jako nespojita´ mnozˇina bod˚u
a podobneˇ.
Vytvorˇen´ı vypov´ıdaj´ıc´ıho bifurkacˇn´ıho diagramu vyzˇaduje zaznamena´n´ı Poincare´ho mapy
vzˇdy pro dostatecˇneˇ usta´leny´ stav syste´mu. Obecneˇ nelze prˇedem prˇedpoveˇdeˇt, kolik cˇasu
potrˇebuje syste´m pro kazˇdou konfiguraci pro usta´len´ı. Stejneˇ tak je na zva´zˇen´ı, jak dlouho po
usta´len´ı pr˚uniky rˇeznou rovinou zaznamena´vat. Podobneˇ je trˇeba zkoumat citlivost vy´stupu
na cˇasove´m kroku, metodeˇ rˇesˇen´ı, hodnota´ch tlumen´ı a podobneˇ.
Bifurkacˇn´ı diagram lze konstruovat s v´ıce prˇ´ıstupy. Prˇi podrobne´m studiu citlivosti syste´mu
ma´ vy´znam prove´st kazˇdy´:
• Postupna´ zmeˇna rˇ´ıd´ıc´ıho parametru za chodu. Naprˇ´ıklad pozvolny´ na´r˚ust amplitudy
bud´ıc´ı s´ıly prˇi neprˇerusˇene´ simulaci, viz obra´zek 5.10. Podobneˇ lze sledovat odezvu
syste´mu prˇi zpeˇtne´m snizˇova´n´ı hodnoty parametru, viz obra´zek 5.11.
• Proveden´ı nove´ho vy´pocˇtu pro kazˇdou hodnotu rˇ´ıd´ıc´ıho parametru s pevny´mi pocˇa´tecˇ-
n´ımi podmı´nkami, naprˇ´ıklad ω0 = 0, ϕ0 = 0, viz obra´zek 5.12.
• Proveden´ı v´ıce vy´pocˇt˚u pro kazˇdou hodnotu rˇ´ıd´ıc´ıho parametru s promeˇnlivy´mi (na´hod-
ny´mi) pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami, naprˇ´ıklad ω0 = (−10; 10) rad s−1, ϕ0 = (−pi;pi) rad,
viz obra´zek 5.13.
5.4.1 Pozna´mky k bifurkacˇn´ım diagramu˚m
Bifurkacˇn´ı diagram beˇzˇneˇ obsahuje oblasti jednoduche´ho limitn´ıho chova´n´ı, mı´sta sˇteˇpen´ı na
zdvojeny´ limitn´ı cyklus a oblasti chaoticke´ho chova´n´ı. V mı´stech bifurkace (sˇteˇpen´ı) docha´z´ı
ke struktura´ln´ı nestabiliteˇ syste´mu kv˚uli skoku v prvn´ı derivaci u´hlove´ rychlosti, viz sekce 5.5.
Stejneˇ jako Poincare´ho mapy, i bifurkacˇn´ı diagram z nich vytvorˇeny´ ma´ frakta´ln´ı kvality.
Zjiˇst’ujeme, zˇe v oblastech jevic´ıch se jako chaoticky´ sˇum prˇi prˇiblizˇova´n´ı opeˇt nale´za´me dalˇs´ı
bifurkuj´ıc´ı limitn´ı cykly - takzvane´ kaska´dy bifurkac´ı, viz obra´zky 5.14 a 5.15.
Ilustrace bifurkacˇn´ıch diagramu˚ na obra´zc´ıch 5.10, 5.12 a 5.13 ukazuj´ı, zˇe prˇi vy´pocˇtu se
sta´le stejny´mi pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami nebo prˇi spojite´ simulaci se mu˚zˇe syste´m neˇktery´m
limitn´ım stav˚um zcela vyhnout. Simulace s promeˇnlivy´mi pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami naopak
vystihuje sˇirsˇ´ı mnozˇinu mozˇny´ch stav˚u. Zde je trˇeba uva´zˇit, kolik r˚uzny´ch vy´pocˇt˚u je trˇeba
spustit pro te´zˇe hodnotu meˇneˇne´ho parametru. Podobneˇ jako vy´pocˇet podrobny´ch Poin-
care´ho map, i konstrukce bifurkacˇn´ıho diagramu je cˇasoveˇ velmi na´rocˇny´m proble´mem.
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Obra´zek 5.14: Detail bifurkacˇn´ıho diagramu 5.13.
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Obra´zek 5.15: Detail bifurkacˇn´ıho diagramu 5.14.
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5.5 Struktura´ln´ı nestabilita a bifurkace
V prˇedchoz´ıch cˇa´stech pra´ce byly uka´za´ny na´stroje pro studium chova´n´ı dynamicky´ch syste´mu˚.
C´ılem takove´ho zkouma´n´ı dynamicke´ho syste´mu je objeven´ı a diagnostika stav˚u syste´mu pro
vsˇechny konfigurace syste´mu. V prˇ´ıpadeˇ nelinea´rn´ıch syste´mu˚ je takova´ kompletn´ı analy´za
velmi na´rocˇna´, sp´ıˇse nemozˇna´.
K proble´mu se proto prˇistupuje pragmaticˇteˇji: prˇi studiu chova´n´ı syste´mu v za´vislosti na
meˇn´ıc´ım se parametru se snazˇ´ıme identifikovat oblasti s kvalitativneˇ podobny´m chova´n´ım,
viz [5]. Prˇechod mezi kvalitativneˇ odliˇsny´m chova´n´ım se deˇje zpravidla na´hle v jedine´m
bodeˇ, ktery´ nazy´va´me bifurkacˇn´ı bod, viz [14] nebo [15]. V mı´steˇ bifurkace docha´z´ı ke struk-
tura´ln´ı nestabiliteˇ syste´mu, v bifurkacˇn´ım diagramu nelze stanovit prvn´ı derivaci krˇivky podle
meˇneˇne´ho parametru - rychlost vzdalova´n´ı bod˚u v Poincare´ho mapeˇ je teoreticky nekonecˇna´.
Syste´m mu˚zˇe obecneˇ ztratit stabilitu mnoha zp˚usoby. Ukazuje se, zˇe jevy ztra´ty stability
a slozˇite´ limitn´ı chova´n´ı jsou spolecˇne´ pro dynamicke´ syste´my naprˇ´ıcˇ veˇdn´ımi odveˇtv´ımi.
Takove´ spolecˇne´ vlastnosti se nazy´vaj´ı genericke´ vlastnosti dynamicky´ch syste´mu˚. Pu˚vod
mnoha teˇchto jev˚u z˚usta´va´ sta´le neobjasneˇn a je prˇedmeˇtem intenzivn´ıho vy´zkumu.
5.5.1 Bifurkace v dynamicky´ch syste´mech
Jev ztra´ty stability je d˚ulezˇitou kvalitou modelu, ktera´ slouzˇ´ı pro posouzen´ı podobnosti mo-
delu vzhledem k modelovane´ konstrukci. Samotna´ kriticka´ hodnota parametru, kde k bifurkaci
docha´z´ı (poloha bifurkacˇn´ıho bodu), je potom za´sadn´ım oveˇrˇen´ım kvantitativn´ı vy´stizˇnosti
modelu. Ukazˇme proto da´le za´stupce nejcˇasteˇjˇs´ıch druh˚u ztra´ty stability, viz [34]. Promeˇnny´m
parametrem budizˇ obecna´ s´ıla F a u´hlova´ rychlost kmita´n´ı ω necht’ je zaznamena´na Poin-
care´ho mapami.
Hopfova bifurkace
Druh bifurkace, ktery´ popsal rakousky´ matematik Eberhard Hopf2, je charakteristicky´
vznikem limitn´ıho cyklu ze stabiln´ıho ohniska. Na bifurkacˇn´ım diagramu, viz obra´zek 5.16,
je zobrazena ztra´ta staticke´ stability tlacˇene´ho vetknute´ho prutu, viz kapitola 10.
Bifurkacˇn´ı diagram je s vy´hodou vyobrazen jako histogram cˇetnost´ı pr˚usecˇ´ıku trajektorie
s rˇeznou rovinou v trilinea´rn´ı barevne´ sˇka´le. Je videˇt, zˇe od hodnoty kriticke´ s´ıly syste´m
zacˇ´ına´ kmitat v limitn´ım cyklu. Pr˚usecˇ´ıky v mapeˇ Poincare´ho se od sebe rychle vzdaluj´ı
a vznika´ stabiln´ı jednoduchy´ limitn´ı cyklus.
Popsana´ forma Hopfovy bifurkace se nazy´va´ superkriticka´. Jej´ım opakem je subkriticka´
forma, kdy vznika´ nestabiln´ı limitn´ı cyklus.
Zdvojen´ı a p˚ulen´ı periody
Nacha´z´ı-li se syste´m v limitn´ım cyklu, zmeˇna sledovane´ho parametru mu˚zˇe ve´st ke kvalita-
tivn´ımu skoku - zdvojen´ı nebo p˚ulen´ı periody limitn´ıho cyklu. Postupne´ zdvojova´n´ı periody
cˇasto vede k chaoticke´mu chova´n´ı (prˇes kaska´du bifurkac´ı). Postupne´ deˇlen´ı periody naopak
vede k rˇa´du. Takovy´ vy´voj je na´zorneˇ uka´za´n na obra´zku 5.17. Loka´ln´ı zdvojen´ı periody
a na´vrat syste´mu k prˇedchoz´ı kvaliteˇ zna´zornˇuje obra´zek 5.18.
2 Bifurkace zna´ma take´ jako Poincare´ho-Andronovova-Hopfova.
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Obra´zek 5.16: Superkriticka´ Hopfova bifurkace.
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Obra´zek 5.17: Zdvojova´n´ı a p˚ulen´ı periody jako prˇechod mezi rˇa´dem a chaosem.
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Obra´zek 5.18: Loka´ln´ı zdvojen´ı periody limitn´ıho cyklu.
Vidlicˇkova´ bifurkace
Superkriticka´ vidlicˇkova´ bifurkace (pitchfork bifurcation) je jevem, kdy dynamicky´ syste´m
prˇecha´z´ı z limitn´ıho cyklu do jedne´ z minima´lneˇ dvou mozˇny´ch stabiln´ıch limitn´ıch mnozˇin,
viz obra´zek 5.19. Jedna z mozˇny´ch limitn´ıch mnozˇin by´va´ zpravidla zvy´hodneˇna imperfek-
cemi nebo pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami. Podobneˇ jako u Hopfovy bifurkace, i zde existuje sub-
kriticka´ varianta.
F [N]
ω
[r
ad
/
s]
Obra´zek 5.19: Superkriticka´ vidlicˇkova´ bifurkace.
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5.5.2 Kaska´da bifurkac´ı a Feigenbaumovy konstanty
Kaska´da bifurkac´ı vznika´ postupny´m zdvojova´n´ım period limitn´ıch cykl˚u syste´mu. Bifurkace
limitn´ıch cykl˚u se v bifurkacˇn´ım diagramu objevuj´ı sta´le cˇasteˇji. Typickou vlastnost´ı kaska´d
bifurkac´ı je jev, kdy pomeˇry de´lek u´sek˚u mezi bifurkacemi konverguj´ı k pevne´ hodnoteˇ.
V roce 1975 uka´zal americky´ matematik Mitchell Feigenbaum, zˇe pomeˇr na´sleduj´ıc´ıch
vzda´lenost´ı mezi bifurkacˇn´ımi body skutecˇneˇ konverguje k transcendentn´ım3 hodnota´m:
• 4.669 201 609..., neboli Feigenbaumova konstanta δ je limitn´ı pomeˇr de´lek po sobeˇ
jdouc´ıch u´sek˚u mezi bifurkacemi ve smeˇru meˇn´ıc´ıho se parametru (zde ve vodorovne´m
smeˇru). Pomoc´ı konstanty δ lze prˇiblizˇneˇ odhadovat, kdy v syste´mu vznikne chaos.
Konstantu δ lze aproximovat vy´razem:
δ ≈ 2ϕ
log(2)
= 4.669, (5.3)
kde ϕ je hodnota zlate´ho rˇezu:
ϕ =
1 +
√
5
2
= 1.618 033 988..., (5.4)
• 2.502 907 875..., neboli Feigenbaumova konstanta α je limitn´ı pomeˇr sˇ´ıˇrek mezi po
sobeˇ jdouc´ımi bifurkacˇn´ımi body (zde ve svisle´m smeˇru). Konstantu α lze aproximovat
vy´razem:
α ≈ 2ϕ+ 1
log(2) + 1
= 2.502. (5.5)
Pouzˇijme nyn´ı detail bifurkacˇn´ıho diagramu jednoduche´ho rota´toru, viz sekce 7, k de-
monstraci uvedene´ho. Bifurkacˇn´ı diagram na obra´zku 5.20 je pro prˇehlednost prˇeveden do
relativn´ıch sourˇadnic.
V pr˚ubeˇhu vy´pocˇtu byly zjiˇsteˇny sourˇadnice vybrany´ch bifurkacˇn´ıch bod˚u Bi, viz obra´-
zek 5.20. Tabulka 5.1 ukazuje konvergenci pomeˇr˚u vzda´lenost´ı bifurkacˇn´ıch bodu k Feigen-
baumovy´m konstanta´m δ a α.
Bifurk. bod A cn−1−cn−2cn−cn−1 ω
ωn−1−ωn−2
ωn−ωn−1
B0 1.7311 - 6.3812 -
B1 8.1208 - 2.2587 -
B2 9.3002 5.4178 3.4603 3.4308
B3 9.5499 4.7233 2.9901 2.5555
B4 9.6032 4.6848 2.8052 2.5430
Tabulka 5.1: Konvergence sourˇadnic bifurkacˇn´ıch bod˚u k Feigenbaumovy´m konstanta´m.
3 Transcendentn´ı cˇ´ıslo je cˇ´ıslo, ktere´ nen´ı algebraicke´ - tedy nen´ı korˇenem zˇa´dne´ algebraicke´ rovnice
s raciona´ln´ımi koeficienty. Prˇ´ıkladem budizˇ Ludolfovo, Eulerovo nebo Liouvillovo cˇ´ıslo.
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Obra´zek 5.20: Kaska´da bifurkac´ı konverguj´ıc´ı k Feigenbaumovy´m konstanta´m.
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Kapitola 6
Frakta´ly
V dosavadn´ım obsahu pra´ce bylo na mnoha mı´stech bez dalˇs´ıho vysveˇtlen´ı poznamena´no,
zˇe prˇi nelinea´rn´ım a chaoticke´m chova´n´ı lze pozorovat vznik u´tvar˚u, jezˇ maj´ı frakta´ln´ı kva-
lity. Na´sleduj´ıc´ı kapitola si proto klade za c´ıl poskytnout cˇtena´rˇi spojity´ u´vod do frakta´ln´ı
geometrie.
6.1 Sobeˇpodobnost
Frakta´ly jsou geometricke´ u´tvary, jejichzˇ hlavn´ı spolecˇnou vlastnost´ı je tzv. sobeˇpodobnost.
T´ım je mysˇleno, zˇe dveˇ cˇa´sti dane´ho u´tvaru v r˚uzne´m meˇrˇ´ıtku jsou si podobne´. Matematicky
rˇecˇeno, cˇa´sti jsou kvalitativneˇ ekvivalentn´ı, tedy existuje vza´jemneˇ jednoznacˇne´ zobrazen´ı
jednoho u´seku na druhy´, viz [24].
Du˚sledkem sobeˇpodobnosti je absoulutneˇ relativn´ı meˇrˇ´ıtko - libovolneˇ maly´ detail frakta´lu
ma´ stejnou slozˇitost jako prvotn´ı u´tvar, viz [28]. Vy´sledny´ geometricky´ u´tvar se proto vy-
znacˇuje teoreticky nekonecˇnou slozˇitost´ı. Vy´sˇe popsane´ dobrˇe zna´zornˇuje klasicka´ Kochova
krˇivka na obra´zku 6.1.
Obra´zek 6.1: Konstrukce Kochovy krˇivky.
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6.2 Frakta´ln´ı dimenze
Velmi cˇastou vlastnost´ı 1frakta´ln´ıch u´tvar˚u je jejich frakta´ln´ı (necelocˇ´ıselna´) dimenze. Jako
za´stupce zda´nliveˇ jednorozmeˇrny´ch u´tvar˚u vyuzˇijme uvedenou Kochovu krˇivku. Nekonecˇna´
slozˇitost krˇivky zp˚usobuje, zˇe jej´ı teoreticka´ de´lka je nekonecˇna´.
Navzdory tomu, zˇe se tato nekonecˇna´ krˇivka zrˇejmeˇ rozkla´da´ na konecˇne´ plosˇe, nen´ı
na n´ı plochy, kterou bychom mohli meˇrˇit. V urcˇite´m smyslu proto lze tvrdit, zˇe dimenze
D takove´ho u´tvaru je v intervalu 1 < D < 2.
Ukazˇme nyn´ı zp˚usob stanoven´ı frakta´ln´ı dimenze Kochovy krˇivky, viz obra´zek 6.2.
Za prˇedpokladu, zˇe de´lka pocˇa´tecˇn´ı u´secˇky prˇi nulte´ iteraci, viz obra´zek 6.1, se rovna´ jedne´,
meˇrˇme de´lku Kochovy krˇivky li kruzˇ´ıtkem o polomeˇru ri:
ri =
{
1
30
,
1
31
,
1
32
, . . . ,
1
3i
}
. (6.1)
Obra´zek 6.2: Meˇrˇen´ı de´lky Kochovy krˇivky.
Provedeny´ experiment uka´zˇe, zˇe stanovene´ de´lky nekonverguj´ı se zmensˇova´n´ım polomeˇru
kruzˇ´ıtka r ke konstantn´ı hodnoteˇ, ale neusta´le rostou, viz tabulka 6.1. Konkre´tneˇ pro Kochovu
krˇivku plat´ı vy´raz:
li =
(
4
3
)i
. (6.2)
Polomeˇr ri 1/3
0 1/31 1/32 1/33 1/34 1/35 . . . 1/325
De´lka li 1.000 1.333 1.778 2.370 3.160 4.214 . . . 1329
Tabulka 6.1: Zjiˇsteˇne´ de´lky Kochovy krˇivky.
1 Existuj´ı take´ u´tvary, ktere´ vyhovuj´ı definici frakta´lu jako sobeˇpodobne´ho u´tvaru a za´rovenˇ maj´ı
celocˇ´ıselnou dimenzi. Naprˇ´ıklad Dˇa´blovo schodiˇsteˇ (Devil’s staircase) s dimenz´ı 1.0 nebo Peanova krˇivka
s dimenz´ı 2.0, viz [28].
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Nyn´ı zobrazme z´ıskane´ vy´sledky v grafu s vy´hodny´m logaritmicky´m meˇrˇ´ıtkem log3(1/3
i)
- log3(Li), viz obra´zek 6.3. Je videˇt, zˇe v dvojiteˇ logaritmicke´m zobrazen´ı dosta´va´me linea´rn´ı
za´vislost se smeˇrnic´ı prˇ´ımky a:
a =
log3(li)
log3
(
1
ri
) = log3 (43)i
log3 (3)
i
=
i log3
(
4
3
)
i log3 (3)
= log3
(
4
3
)
≈ 0.2619 (6.3)
1 2 3 4 5 6
0.5
1
1.5
dx
dy
dy
dx ≈ 0.2619
log3(1/3
i)
lo
g
3
(l
i)
Obra´zek 6.3: Nameˇrˇene´ de´lky Kochovy krˇivky v dvojiteˇ logaritmicke´m meˇrˇ´ıtku.
Podobna´ analy´za geometricky´ch u´tvar˚u s celocˇ´ıselnou dimenz´ı zrˇejmeˇ povede ke zjiˇsteˇn´ı,
zˇe stanoven´ı jejich rozmeˇr˚u nen´ı za´visle´ na pouzˇite´m meˇrˇ´ıtku. Naprˇ´ıklad: neza´lezˇ´ı, kolika
u´secˇkami pokryjeme hrany cˇtverce, abychom zjistili jeho obvod, ani kolika cˇtverci pokryjeme
j´ım ohranicˇenou oblast, abychom zjistili jeho plochu.
Existuje mnoho druh˚u dimenz´ı ktere´ lze u geometricke´ho u´tvaru vycˇ´ıslit. Takovy´m po-
drobny´m studiem potom vznika´ tzv. spektrum dimenz´ı, viz [5]. Vzhledem k rozsahu pra´ce
zminˇme nejpouzˇ´ıvaneˇjˇs´ı definovane´ dimenze, viz [28]:
• topologicka´ dimenze DT ,
• pokry´vaj´ıc´ı dimenze DP ,
• frakta´ln´ı (Hausdorffova) dimenze DH ,
• sobeˇpodobnostn´ı dimenze DS ,
• kapacitn´ı (Kolmogorovova) dimenze DC .
Urcˇeme nyn´ı naprˇ´ıklad kapacitn´ı dimenzi DC studovane´ Kochovy krˇivky podle definice:
DC = lim
i→∞
ln ni(r)
ln
(
1
ri
) , (6.4)
kde ni je minima´ln´ı pocˇet u´tvar˚u, ktery´mi je trˇeba meˇrˇeny´ objekt pokry´t prˇi de´lce kazˇde´ho
u´tvaru rovne´ ri. V prˇ´ıpadeˇ Kochovy krˇivky mu˚zˇeme vzhledem k prˇedchoz´ımu studiu psa´t:
DC =
ln (4)
ln (3)
≈ 1.2619. (6.5)
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Dimenze u´tvaru Kochovy krˇivky tedy odpov´ıda´ prˇedpokladu 1 < 1.2619 < 2. Navzdory
tomu, zˇe Kochova krˇivka je patrneˇ liniovy´ u´tvar, jej´ı nekonecˇna´ vrstevnatost zp˚usobuje na´r˚ust
jej´ı dimenze na hodnotu veˇtsˇ´ı nezˇ 1, avsˇak mensˇ´ı nezˇ 2, nebot’ krˇivka nema´ plosˇny´ charakter.
Podobneˇ lze cha´pat fraktalitu plosˇny´ch u´tvar˚u. Naprˇ´ıklad rˇez chaoticky´m atraktorem,
viz obra´zek 6.4, se zrˇejmeˇ rozkla´da´ v plosˇe. Avsˇak prˇi zvysˇova´n´ı rozliˇsen´ı zjiˇst’ujeme, zˇe jeho
hranice je nekonecˇneˇ slozˇita´, cozˇ vede k dimenzi u´tvaru v rozmez´ı 2 < D < 3.
−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−10
−5
0
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10
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ω
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Obra´zek 6.4: Poincare´ho mapa chaoticke´ho atraktoru.
Nekonecˇna´ slozˇitost rozhran´ı (separatrix) mezi dveˇma u´tvary ma´ za na´sledek tzv. difuzn´ı
charakter. Takove´ rozhran´ı je nejasne´ a ani prˇi prˇiblizˇova´n´ı nelze jednoznacˇneˇ stanovit hranici
mezi u´tvary. Demonstrujme difuzn´ı charakter takove´ho rozhran´ı na baze´nech prˇitazˇlivosti,
viz obra´zek 6.5.
Zachova´n´ı slozˇitosti u´tvaru prˇi prˇiblizˇova´n´ı bylo zrˇetelne´ take´ na obra´zc´ıch 5.14 a 5.15
zna´zornˇuj´ıc´ıch kaska´dy bifurkac´ı.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Obra´zek 6.5: Rozhran´ı baze´n˚u prˇitazˇlivosti.
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Cˇa´st II
Numericke´ simulace nelinea´rn´ıch
dynamicky´ch syste´mu˚
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Kapitola 7
Jednoduchy´ rota´tor
Model jednoduche´ho rota´toru, tedy tuhe´ho matematicke´ho rovinne´ho kyvadla, je prvn´ım
a nejjednodusˇsˇ´ım prezentovany´m modelem. Dynamicky´ syste´m jednoduche´ho rota´toru ma´
pro potrˇeby pra´ce neˇkolik vhodny´ch vlastnost´ı. Tyto plynou prˇedevsˇ´ım ze skutecˇnosti, zˇe pro
popis modelu stacˇ´ı dveˇ stavove´ promeˇnne´ - u´hel natocˇen´ı rota´toru ϕ a u´hlova´ rychlost
rota´toru ω. Jak bude uka´za´no, prˇi simulaci nen´ı trˇeba rˇesˇit soustavu rovnic a vy´pocˇet je
velmi rychly´.
Takto popsa´n, model nemu˚zˇe vykazovat chaoticke´ chova´n´ı. Je zapotrˇeb´ı trˇet´ı neza´visla´
stavova´ promeˇnna´, zde konkre´tneˇ harmonicka´ bud´ıc´ı s´ıla f(t) = Asin(Ω t), kde A je ampli-
tuda a Ω je u´hlova´ frekvence bud´ıc´ı s´ıly. Vratny´ mechanismus zajiˇst’uje p˚usob´ıc´ı gravitacˇn´ı
zrychlen´ı g. Tlumen´ı modelu je jednoduche´ linea´rn´ı visko´zn´ı. Pro ilustraci a potrˇeby odvozen´ı
je model zna´zorneˇn na obra´zku 7.1.
φ
x
y
g
lr
dm
Obra´zek 7.1: Model jednoduche´ho rota´toru.
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7.1 Odvozen´ı modelu
Odvozen´ı vsˇech prezentovany´ch numericky´ch model˚u bude vzhledem k rozsahu pra´ce uvedeno
bez sˇirsˇ´ıho teoreticke´ho podkladu. Princip odvozen´ı soustavy pohybovy´ch rovnic za pomoci
Lagrangeovske´ mechaniky, D’Alembertova a Hamiltonova principu byl jizˇ podrobneˇ popsa´n
v bakala´rˇske´ pra´ci, viz [25].
Pro odvozen´ı numericke´ho modelu bude nejprve sestavena Lagrangeova funkce L, viz
[10], [20] a [33], jako rozd´ıl kineticke´ a potencia´ln´ı energie modelu:
L = Ek − Ep. (7.1)
Pohybove´ rovnice potom obdrzˇ´ıme uzˇit´ım vztahu:
d
dt
(
∂L
∂a˙
)
=
∂L
∂a
=
∂Ek
∂a
− ∂Ep
∂a
, (7.2)
kde a je zobecneˇna´ sourˇadnice syste´mu a a˙ je zobecneˇna´ rychlost, viz [25].
Nejprve sestavme slozˇky translacˇn´ıch rychlost´ı diferencia´ln´ıho elementu vx a vy. S prˇi-
hle´dnut´ım k obra´zku 7.1 plat´ı:
vx = ω r cos(ϕ),
vy = −ω r sin(ϕ),
(7.3)
kde ω = dϕdt = ϕ˙ je u´hlova´ rychlost rota´toru. Absolutn´ı translacˇn´ı rychlost elementu v je
potom zrˇejmeˇ:
v =
√
v2x + v
2
y . (7.4)
Kinetickou energii diferencia´ln´ıho elementu dEk vyja´drˇ´ıme podle vztahu:
dEk =
1
2
mv2 =
1
2
ρ dr v2, (7.5)
kde m je hmotnost elementu, ρ je hustota materia´lu rota´toru a dr je de´lka diferencia´ln´ıho
elementu. Integrac´ı prˇes celou de´lku rota´toru l z´ıska´va´me kinetickou energii rota´toru Ek:
Ek =
1
2
ρ
∫ l
0
v2dr =
1
2
ρ
∫ l
0
(
ω2r2cos2(ϕ) + ω2r2sin2(ϕ)
)
dr =
=
1
2
ρ
∫ l
0
(
ω2r2
)
dr =
1
6
ρ
[
1
3
ω2r3
]l
0
=
1
6
ρω2l3 =
1
6
mω2 l2.
(7.6)
Jedinou slozˇkou potencia´ln´ı energie rota´toru Ep je polohova´ energie v d˚usledku p˚usoben´ı
gravitacˇn´ıho zrychlen´ı g. Vy´raz pro potencia´ln´ı energii diferencia´ln´ıho elementu dEp je podle
obra´zku 7.1:
dEp = mg h = mg r [−cos(ϕ) + 1] = ρ dr g [−cos(ϕ) + 1] . (7.7)
Potencia´ln´ı energii cele´ho rota´toru Ep opeˇt z´ıska´me integrac´ı prˇes celou de´lku rota´toru:
Ep = ρ g
∫ l
0
[
r (−cos(ϕ) + 1)
]
dr = ρ g(−cos(ϕ) + 1) l
2
2
=
=
1
2
mg l(−cos(ϕ) + 1).
(7.8)
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Nyn´ı je na mı´steˇ sestavit vy´raz pro Lagrangeovu funkci syste´mu L:
L = Ek − Ep = 1
6
mω2 l2 − 1
2
mg l(−cos(ϕ) + 1). (7.9)
Podle tvrzen´ı (7.2) nyn´ı zderivujme Lagrangeovu funkci podle vsˇech stavovy´ch promeˇnny´ch.
Zde tedy pouze podle u´hlu natocˇen´ı ϕ a u´hlove´ rychlosti ω:
∂L
∂ϕ
= −1
2
mg l sin(ϕ), (7.10)
∂L
∂ω
=
1
3
mω l2. (7.11)
Posledn´ım zby´vaj´ıc´ım krokem je derivace vy´razu (7.11) podle cˇasu:
d
dt
(
∂L
∂ω
)
=
1
3
mω˙ l2. (7.12)
Pohybova´ rovnice konzervativn´ıho modelu ma´ tedy tvar:
1
3
mω˙ l2 = −1
2
mg l sin(ϕ). (7.13)
Po prˇida´n´ı slozˇky linea´rn´ıho visko´zn´ıho tlumen´ı a harmonicke´ bud´ıc´ı s´ıly je konecˇna´ po-
doba pohybove´ rovnice jednoduche´ho rota´toru na´sleduj´ıc´ı:
1
3
mω˙ l2 = −1
2
mg l sin(ϕ)− c ω +Asin(Ω t), (7.14)
kde c je koeficient lina´rn´ıho u´tlumu, A je amplituda a Ω je u´hlova´ frekvence bud´ıc´ı s´ıly.
70
Jednoduchy´ rota´tor
7.2 Vybrane´ prˇ´ıklady
Model jednoduche´ho rota´toru byl vyuzˇit pro ilustrace v ra´mci teoreticke´ho za´kladu pra´ce.
Proto da´le budou uvedeny vy´sledky simulac´ı, ktere´ nebyly dosud uka´za´ny. Doplnˇme, zˇe
vsˇechny simulace jsou prova´deˇny s modelem de´lky l = 2 m a hmotnosti m = 10 kg v gravita-
cˇn´ım poli g = 9.81 m s−2. Hodnota koeficientu tlumen´ı je c = 0.1 Nm s rad−1, nen´ı-li uvedeno
jinak. Cˇasovy´ krok vy´pocˇtu byl zvolen h = 0.005 s, pouzˇita byla prˇednostneˇ semi-implicitn´ı
Eulerova metoda rˇesˇen´ı.
7.2.1 Fa´zove´ portre´ty
Jako prvn´ı je uka´za´n fa´zovy´ portre´t, viz sekce 2.2.2, netlumene´ho a nebuzene´ho jednoduche´ho
rota´toru. Fa´zovy´ portre´t, viz obra´zek 7.2, byl konstruova´n zaznamena´va´n´ım trajektori´ı ve
fa´zove´m prostoru ϕ − ω. Pocˇa´tecˇn´ı rychlost pro trajektorie se meˇnila v rozmez´ı ω(t0) =
(−15; 15) rad s−1 s krokem ∆ω = 0.2 rad s−1. Pocˇa´tecˇn´ı u´hel z˚usta´val pro vsˇechny trajektorie
shodny´ ϕ(t0) = 0 rad.
Fa´zovy´ portre´t je s vy´hodou zna´zorneˇn jako histogram v trilinea´rn´ı barevne´ sˇka´le. Ba-
revna´ hodnota tak uda´va´ pocˇet bod˚u trajektorie prˇipadaj´ıc´ıch na dany´ pixel. Jiny´mi slovy,
barva uda´va´ rychlost toku bod˚u trajektorie ve fa´zove´m prostoru, viz odstavec 2.2.3.
−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2−15
−10
−5
0
5
10
15
ϕ [pi × rad]
ω
[r
ad
/
s]
Obra´zek 7.2: Fa´zovy´ portre´t netlumene´ho jednoduche´ho rota´toru.
Druhy´ fa´zovy´ portre´t, viz obra´zek 7.3, ukazuje stejny´ experiment, avsˇak s hodnotou ko-
eficientu linea´rn´ıho u´tlumu c = 0.5 Nm s rad−1.
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Obra´zek 7.3: Fa´zovy´ portre´t tlumene´ho jednoduche´ho rota´toru.
7.2.2 Identifikace limitn´ıch stav˚u
Na prˇ´ıpadeˇ jednoduche´ho rota´toru lze snadno demonstrovat take´ prˇ´ınos zobrazen´ı v mapeˇ
Poincare´ho. Da´le budou uka´za´ny vzˇdy dvojice zobrazen´ı limitn´ıho stavu: trajektorie v rovineˇ
fa´zove´ho prostoru ϕ− ω a odpov´ıdaj´ıc´ı zobrazen´ı te´hozˇ limitn´ıho cyklu v Poincare´ho mapeˇ.
Jako rozumny´ zp˚usob konstrukce Poincare´ho mapy se jev´ı zaznamena´va´n´ı hodnot sta-
vovy´ch promeˇnny´ch ϕ(t) a ω(t), a to vzˇdy v pocˇa´tku periody bud´ıc´ı s´ıly θ = 2kpi. Podmı´nku
pro prˇida´n´ı bodu P = [ϕP ;ωP ] do Poincare´ho mapy lze formulovat jako:
f(t) < 0 ∧ f(t+ h) > 0,
ϕP = ϕ(t) +
(
ϕ(t+ h) − ϕ(t)
) f(t+ h)
f(t) + f(t+ h)
,
ωP = ω(t) +
(
ω(t+ h) − ω(t)
) f(t+ h)
f(t) + f(t+ h)
.
(7.15)
Obra´zky 7.4 a 7.5 ukazuj´ı jednoduchy´ limitn´ı cyklus rota´toru prˇi hodnota´ch parametr˚u
A = 2.0 Nm a Ω = 2.0 s−1. Po zvy´sˇen´ı amplitudy na hodnotu A = 7.5 Nm se rota´tor usta´l´ı
v kvalitativneˇ odliˇsne´m, avsˇak sta´le jednoduche´m limitn´ım cyklu, viz obra´zky 7.6 a 7.7.
Prˇi hodnoteˇ amplitudy A = 7.6 Nm docha´z´ı ke zdvojen´ı periody limitn´ıho cyklu, jak
ukazuj´ı obra´zky 7.8 a 7.9. Dalˇs´ı zvy´sˇen´ı amplitudy na hodnotu A = 7.7 Nm vede k usta´len´ı
syste´mu v ztrojene´m limitn´ım cyklu, viz obra´zky 7.10 a 7.11.
Prˇi navy´sˇen´ı amplitudy na A = 8.0 Nm se syste´m zacˇ´ına´ chovat chaoticky. Zobrazen´ı
trajektorie 7.12 bylo pro prˇehlednost provedeno jako histogram v tetralinea´rn´ı barevne´ sˇka´le
stejneˇ jako prˇ´ıslusˇna´ Poincare´ho mapa, tedy rˇez chaoticky´m atraktorem, viz obra´zek 7.13.
V prˇ´ıpadeˇ Poincare´ho map lze barevnou hodnotu v pixelu cha´pat jako cˇetnost pr˚unik˚u tra-
jektorie rˇeznou rovinou.
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Obra´zek 7.4: Trajektorie limitn´ıho cyklu pro parametry A = 2.0 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obra´zek 7.5: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 2.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obra´zek 7.6: Trajektorie limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obra´zek 7.7: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obra´zek 7.8: Trajektorie limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obra´zek 7.9: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obra´zek 7.10: Trajektorie limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obra´zek 7.11: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obra´zek 7.12: Trajektorie limitn´ıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obra´zek 7.13: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obra´zek 7.14 ukazuje Poincare´ho mapu te´hozˇ limitn´ıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,
Ω = 2.0 s−1. Rˇez chaoticky´m atraktorem byl vsˇak konstruova´n prˇi pr˚uchodu trajektorie rovi-
nou ϕ = 0 rad. Na vodorovne´ ose tak mus´ı by´t odpov´ıdaj´ıc´ı hodnota trˇet´ı stavove´ promeˇnne´,
bud´ıc´ı s´ıly f .
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Obra´zek 7.14: Poincare´ho mapa limitn´ıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.
7.2.3 Baze´ny prˇitazˇlivosti
Konstrukce baze´n˚u prˇitazˇlivosti limitn´ıch cykl˚u byla jizˇ naznacˇena v sekci 5.2. Ukazˇme zp˚usob
identifikace mnozˇin pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek vedouc´ıch k r˚uzny´m usta´leny´m stav˚um. Vyjdeme
z bifurkacˇn´ıch diagramu˚ 5.10 a 5.11. Je videˇt, zˇe pro amplitudu bud´ıc´ı s´ıly kolem hodnoty
A ≈ 1.5 Nm se syste´m mu˚zˇe v za´vislosti na pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch usta´lit ve dvou r˚uzny´ch
jednoduchy´ch limitn´ıch cyklech.
Pro identifikaci limitn´ıho cyklu je trˇeba zjistit hodnotu u´hlove´ rychlosti ω v Poincare´ho
mapeˇ pro konkre´tn´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky. Uvazˇujme rozmez´ı pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek ϕ(t0) =
(−2pi; 2pi) rad a ω(t0) = (−10; 10) rad s−1.
Obra´zek 7.15 ukazuje hodnoty u´hlovy´ch rychlost´ı zaznamenane´ po dobeˇ simulace 10 s.
Je videˇt, zˇe syste´m jesˇteˇ nen´ı dostatecˇneˇ usta´leny´ a nelze rozliˇsit pra´veˇ dveˇ hodnoty u´hlove´
rychlosti. V prˇ´ıpadeˇ simulace dlouhe´ 100 s, jak ukazuje obra´zek 7.16, je jizˇ zobrazen´ı do-
statecˇneˇ vypov´ıdaj´ıc´ı. Je videˇt, pro ktere´ hodnoty pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek se syste´m usta´lil
v limitn´ım cyklu s vysˇsˇ´ı (cˇervenou) hodnotou u´hlove´ rychlosti a pro ktere´ s nizˇsˇ´ı (modrou)
hodnotou u´hlove´ rychlosti.
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Obra´zek 7.15: Konstrukce baze´n˚u prˇitazˇlivosti, nedostatecˇneˇ usta´leny´ stav.
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Obra´zek 7.16: Konstrukce baze´n˚u prˇitazˇlivosti, dostatecˇneˇ usta´leny´ stav.
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Kapitola 8
Dvojity´ rota´tor
Model dvojite´ho rota´toru vznika´ rozsˇ´ıˇren´ım modelu jednoduche´ho rota´toru o dalˇs´ı tuhy´ d´ılec,
viz obra´zek 8.1. Je zrˇejme´, zˇe fa´zovy´ prostor modelu jizˇ nen´ı jednoduchy´ - model je popsa´n
dvojic´ı u´hl˚u natocˇen´ı ϕ0, ϕ1 a dvojic´ı u´hlovy´ch rychlost´ı d´ılc˚u ω0, ω1.
Fa´zovy´ prostor modelu je jizˇ v´ıce nezˇ trˇ´ırozmeˇrny´ a v pohybovy´ch rovnic´ıch lze ocˇeka´vat
dostatecˇneˇ silne´ nelinea´rn´ı slozˇky. Model tedy bude pravdeˇpodobneˇ vykazovat chaoticke´
chova´n´ı i bez vneˇjˇs´ıho buzen´ı. Prvn´ı d´ılec kyvadla bude i prˇesto pro u´cˇely pra´ce buzen vneˇjˇs´ı
harmonickou silou jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Shodne´ s prˇedcha´zej´ıc´ım modelem z˚usta´vaj´ı
slozˇky vlivu gravitacˇn´ıho pole a linea´rn´ı visko´zn´ı tlumen´ı.
φ
0
x
y
g
lr
dm
φ
1
Obra´zek 8.1: Model dvojite´ho rota´toru.
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8.1 Odvozen´ı modelu
Dvojity´ rota´tor uvazˇujme jako rozsˇ´ıˇren´ı modelu jednoduche´ho rota´toru. Pro kompletn´ı Lagran-
geovu funkci modelu dvojite´ho rota´toru tedy zby´va´ odvodit slozˇky kineticke´ a potencia´ln´ı
energie druhe´ho d´ılce.
Prˇi vyja´drˇen´ı rychlost´ı druhe´ho d´ılce uvazˇujme, zˇe slozˇky obvodove´ rychlosti vx0 a vy0 na
konci prvn´ıho d´ılce jsou rovny:
vx0 = ω0 l cos(ϕ0),
vy0 = −ω0 l sin(ϕ0).
(8.1)
Slozˇky translacˇn´ı rychlosti vx1 a vy1 diferencia´ln´ıho elementu na druhe´m d´ılci jsou potom
zrˇejmeˇ:
vx1 = ω0 l cos(ϕ0) + ω1 r cos(ϕ1),
vy1 = −ω0 l sin(ϕ0)− ω1 r sin(ϕ1).
(8.2)
Absolutn´ı rychlost diferencia´ln´ıho elementu na druhe´m d´ılci vyja´drˇeme jako:
v1 =
√[
ω0 l cos(ϕ0) + ω1 r cos(ϕ1)
]2
+
[
−ω0 l sin(ϕ0) − ω1 r sin(ϕ1)
]2
, (8.3)
a po u´praveˇ:
v1 =
√
ω20l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω21r2. (8.4)
Vy´raz pro kinetickou energii diferencia´ln´ıho elementu dEk1 sestav´ıme podobneˇ jako
v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ:
dEk1 =
1
2
mv21 =
1
2
ρ dr v21 =
1
2
ρ dr
(
ω20l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω21r2
)
, (8.5)
a konecˇneˇ celkovou kinetickou energii druhe´ho d´ılce Ek1 z´ıska´me integrac´ı prˇes celou de´lku
d´ılce l:
Ek1 =
1
2
ρ
∫ l
0
(
ω20l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω21r2
)
dr =
=
1
2
ml2
(
ω20 + ω0ω1 cos(ϕ0 − ϕ1) +
1
3
ω21
)
.
(8.6)
V prˇ´ıpadeˇ potencia´ln´ı energie diferencia´ln´ıho elementu na druhe´m d´ılci je zapotrˇeb´ı
uvazˇovat prˇ´ır˚ustek vy´sˇky d´ıky natocˇen´ı prvn´ıho d´ılce. Vztah potom naby´va´ podoby:
dEp1 = mg (h0 + h1) = mg
[
l
(
−cos(ϕ0) + 1
)
+ r
(
−cos(ϕ1) + 1
)]
=
= ρ dr g
[
l
(
−cos(ϕ0) + 1
)
+ r
(
−cos(ϕ1) + 1
)]
.
(8.7)
Integrac´ı prˇes de´lku druhe´ho d´ılce pak obdrzˇ´ıme vy´raz pro celkovou potencia´ln´ı energii
druhe´ho d´ılce Ep1:
Ep1 = ρ g
∫ l
0
[
l
(
−cos(ϕ0) + 1
)
+ r
(
−cos(ϕ1) + 1
)]
dr =
= mg l
[(
−cos(ϕ0) + 1
)
+
1
2
(
−cos(ϕ1) + 1
)]
.
(8.8)
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Nyn´ı secˇten´ım vy´raz˚u (7.6) a (8.6) z´ıska´va´me vy´raz pro celkovou kinetickou energii mo-
delu Ek:
Ek =
1
2
ml2
(
4
3
ω20 + ω0ω1 cos(ϕ0 − ϕ1) +
1
3
ω21
)
, (8.9)
a podobneˇ secˇten´ım vy´raz˚u (7.8) a (8.8) dosta´va´me vy´raz pro celkovou potencia´ln´ı energii
modelu Ep:
Ep = mg l
[
3
2
(
−cos(ϕ0) + 1
)
+
1
2
(
−cos(ϕ1) + 1
)]
. (8.10)
Da´le je zapotrˇeb´ı prove´st derivace Lagrangeovy funkce podle stavovy´ch promeˇnny´ch. Pro
prˇehlednost budeme zacha´zet zvla´sˇt’ se slozˇkami Ek a Ep. Derivujme nejdrˇ´ıve kinetickou
energii Ek podle u´hl˚u natocˇen´ı d´ılc˚u ϕ0 a ϕ1:
∂Ek
∂ϕ0
= −1
2
ml2 ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1), (8.11)
∂Ek
∂ϕ1
=
1
2
ml2 ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1). (8.12)
Podobneˇ provedeme derivace potencia´ln´ı energie Ep podle ϕ0 a ϕ1:
∂Ep
∂ϕ0
=
3
2
mg l sin(ϕ0), (8.13)
∂Ep
∂ϕ1
=
1
2
mg l sin(ϕ1). (8.14)
Nyn´ı derivujme kinetickou energii Ek podle u´hlovy´ch rychlost´ı d´ılc˚u ω0 a ω1:
∂Ek
∂ω0
= ml2
(
4
3
ω0 +
1
2
ω1 cos(ϕ0 − ϕ1)
)
, (8.15)
∂Ek
∂ω1
= ml2
(
1
3
ω0 +
1
2
ω0 cos(ϕ0 − ϕ1)
)
. (8.16)
Derivace potencia´ln´ı energie podle u´hlovy´ch rychlost´ı d´ılc˚u ω0 a ω1 jsou zrˇejmeˇ nulove´:
∂Ep
∂ω0
= 0,
∂Ep
∂ω1
= 0. (8.17)
Jako posledn´ı je trˇeba derivovat vy´razy (8.15) a (8.16) podle cˇasu. Tedy:
d
dt
(
∂Ek
∂ω0
)
= ml2
[
4
3
ω˙0 +
1
2
ω˙1cos(ϕ0 − ϕ1)− 1
2
ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1)+
+
1
2
ω21sin(ϕ0 − ϕ1)
]
,
(8.18)
d
dt
(
∂Ek
∂ω1
)
= ml2
[
1
3
ω˙1 +
1
2
ω˙0cos(ϕ0 − ϕ1)− 1
2
ω20 sin(ϕ0 − ϕ1)+
+
1
2
ω0ω1 sin(ϕ0 − ϕ1)
]
.
(8.19)
82
Dvojity´ rota´tor
Vsˇe potrˇebne´ je nyn´ı prˇipraveno k sestaven´ı soustavy dvou pohybovy´ch rovnic podle
prˇedpis˚u:
d
dt
(
∂Ek
∂ω0
)
=
∂Ek
∂ϕ0
− ∂Ep
∂ϕ0
,
d
dt
(
∂Ek
∂ω1
)
=
∂Ek
∂ϕ1
− ∂Ep
∂ϕ1
.
(8.20)
Soustavu rovnic lze po u´praveˇ zapsat v maticove´m tvaru:
ml2 M
{
ω˙0
ω˙1
}
= ml2 Q
{
ω20
ω21
}
−mlgK
{
ϕ0
ϕ1
}
, (8.21)
kde M je symetricka´ matice hmotny´ch moment˚u setrvacˇnost´ı, viz [25]:
M =
[
4
3
1
2cos(ϕ0 − ϕ1)
1
2cos(ϕ0 − ϕ1) 13
]
, (8.22)
matice Q je antisymetricka´ matice transformacˇn´ıch moment˚u setrvacˇnost´ı:
Q =
[
0 12sin(ϕ0 − ϕ1)
1
2sin(ϕ1 − ϕ0) 0
]
, (8.23)
a matice K je matice tuhosti:
K =
[
3
2sin(ϕ0) 0
0 12sin(ϕ1)
]
. (8.24)
Prˇida´n´ım matice materia´love´ho tlumen´ı C:
C =
[
3
2 0
0 12
]
, (8.25)
na´sobene´ koeficientem visko´zn´ıho tlumen´ı c, a prˇida´n´ım vektoru vneˇjˇs´ıho zat´ızˇen´ı F:
F =
{
Asin(Ω t)
0
}
, (8.26)
z´ıska´va´me kompletn´ı model dvojite´ho rota´toru:
ml2 M
{
ω˙0
ω˙1
}
= ml2 Q
{
ω20
ω21
}
−mlgK
{
ϕ0
ϕ1
}
+ cC
{
ω0
ω1
}
+ F. (8.27)
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8.2 Vybrane´ prˇ´ıklady
Pro u´cˇely numericky´ch simulac´ı byl pouzˇit model s de´lkou d´ılce l = 1 m a hmotnost´ı d´ılce
m = 10 kg. Velikost gravitacˇn´ıho zrychlen´ı z˚usta´va´ g = 9.81 ms−2, stejneˇ jako hodnota ko-
eficientu tlumen´ı c = 0.1 Nm s rad−1. Cˇasovy´ krok vy´pocˇtu byl zvolen h = 0.001 s, k rˇesˇen´ı
byla pouzˇita semi-implicitn´ı Eulerova metoda.
8.2.1 Bifurkacˇn´ı diagramy
Vy´pocˇet bifurkacˇn´ıch diagramu˚ byl proveden pro hodnotu u´hlove´ frekvence bud´ıc´ı s´ıly
Ω = 5.0 s−1. Obra´zky 8.2 a 8.3 ukazuj´ı bifurkacˇn´ı diagramy prvn´ıho a druhe´ho d´ılce vytvorˇene´
postupny´m zvysˇova´n´ım amplitudy bud´ıc´ı s´ıly za chodu simulace.
Bifurkacˇn´ı diagramy z´ıskane´ mnoha simulacemi s r˚uzny´mi pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami pro
stejnou hodnotu amplitudy bud´ıc´ı s´ıly jsou na obra´zc´ıch 8.4 a 8.5. Kombinace pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nek byly uvazˇova´ny v rozmez´ı:
ϕ0,1(t0) = (−2pi; 2pi) rad,
ω0,1(t0) = (−10; 10) rad s−1.
(8.28)
Prˇi porovna´n´ı rozd´ıl˚u mezi bifurkacˇn´ımi diagramy lze diskutovat, zda rozmez´ı hodnot u´hlovy´ch
rychlost´ı ω0,1(t0) bylo zvoleno dostatecˇneˇ sˇiroke´ nebo zda byl proveden dostatecˇny´ pocˇet
vy´pocˇt˚u pro kazˇdou hodnotu amplitudy bud´ıc´ı s´ıly.
8.2.2 Poincare´ho mapy
Pro uka´zku je uvedeno take´ neˇkolik zaj´ımavy´ch prˇ´ıklad˚u Poincare´ho map. Na obra´zc´ıch 8.6
a 8.7 jsou uka´za´ny Poincare´ho mapy usta´lene´ho chova´n´ı pro hodnoty parametr˚u A = 18.0 Nm
Ω = 5.0 s−1 prˇi pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch ϕ0,1(t0) = 0 rad, ω0,1(t0) = 0 rad s−1.
Z uka´zany´ch Poincare´ho map lze vyvodit neˇktere´ za´veˇry. V porovna´n´ı s modelem jed-
noduche´ho rota´toru, viz kapitola 7, vykazuje model dvojite´ho rota´toru odliˇsny´ charakter
chaoticke´ho chova´n´ı. Zat´ımco trajektorie jednoduche´ho rota´toru se pomeˇrneˇ rovnomeˇrneˇ
pohybuj´ı v cele´m objemu chaoticke´ho atraktoru, trajektorie dvojite´ho rota´toru se cˇasto drzˇ´ı
v uzˇsˇ´ı oblasti, kdy se v syste´mu hromad´ı energie a periodicky docha´z´ı k velmi nestabiln´ımu
chova´n´ı, kdy se syste´m utlumı´.
Tato skutecˇnost zteˇzˇuje take´ kvalitn´ı vykreslen´ı Poincare´ho map. Z uvedene´ho je zrˇejme´,
zˇe okrajove´ body jsou velmi ma´lo cˇaste´. Naopak vnitrˇn´ı cˇa´sti Poincare´ho mapy jsou velmi
podrobneˇ vykresleny, nebot’ zde se trajektorie zdrzˇuj´ı dlouho.
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Obra´zek 8.6: Poincare´ho mapa prvn´ıho d´ılce v limitn´ım cyklu pro parametry A = 5.0 Nm,Ω = 5.0 s−1.
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Obra´zek 8.7: Poincare´ho mapa druhe´ho d´ılce v limitn´ım cyklu pro parametry A = 5.0 Nm,Ω = 5.0 s−1.
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Kapitola 9
Volny´ prut
Odvozen´ı a oveˇrˇen´ı modelu volne´ho prutu zat´ızˇene´ho sleduj´ıc´ı silou, viz obra´zek 9.1, bylo
prˇedmeˇtem bakala´rˇske´ pra´ce, viz [25]. Byla oveˇrˇena shoda vlastn´ıch frekvenc´ı prutu, viz [26],
a proka´za´na byla i vy´borna´ shoda s analytickou hodnotou kriticke´ sleduj´ıc´ı s´ıly, viz [12] a [13].
Rovneˇzˇ byla proka´za´na rˇa´doveˇ nizˇsˇ´ı cˇasova´ na´rocˇnost vy´pocˇtu v porovna´n´ı s aplikac´ı FyDiK,
viz [9].
Volny´ prut je uvazˇova´n konstantn´ıho pr˚urˇezu s hmotnost´ı M , de´lkou L a ohybovou
tuhost´ı EI. Vy´pocˇtovy´ model rozdeˇluje prut na n tuhy´ch d´ılc˚u vza´jemneˇ spojeny´ch klouby.
V mı´stech kloub˚u nahrazuj´ı ohybovou tuhost linea´rn´ı rotacˇn´ı pruzˇiny, nebot’ d´ıky dostatecˇne´
sˇt´ıhlosti prutu uvazˇujeme materia´l jako linea´rneˇ pruzˇny´. Lze uka´zat, zˇe pro prvky modelu
plat´ı:
m =
M
n
, l =
L
n
, k =
EI
l
, (9.1)
kde m je hmotnost tuhe´ho d´ılce, l je de´lka tuhe´ho d´ılce a k je tuhost rotacˇn´ı pruzˇiny.
Vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost je vy´razneˇ sn´ızˇena zanedba´n´ım pode´lne´ho kmita´n´ı prutu, prˇi ktere´m
jsou u oceli dosahova´ny zdaleka nejvysˇsˇ´ı frekvence.
Pro potrˇeby diplomove´ pra´ce slouzˇ´ı model volne´ho prutu jako za´stupce dynamicke´ho
syste´mu s mnoha stupni volnosti. Studium chova´n´ı takove´ho modelu komplikuj´ı mnohe´ prˇeka´-
zˇky, o ktery´ch bude rˇecˇ da´le.
x0
y F
Obra´zek 9.1: Volny´ prut zat´ızˇeny´ sleduj´ıc´ı silou.
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9.1 Dynamicky´ model
Odvozen´ı modelu volne´ho prutu bylo podrobneˇ uka´za´no v bakala´rˇske´ pra´ci, viz [25]. Vzhle-
dem k rozsahu diplomove´ pra´ce zde nebude uvedeno v cele´m rozsahu. Numericke´ modely jsou
vytva´rˇeny s vyuzˇit´ım metody tuhy´ch d´ılc˚u, viz naprˇ´ıklad [11], [5] a [25].
Postup odvozen´ı modelu je podobny´ jako v prˇ´ıpadeˇ prˇedchoz´ıch model˚u. Stavovy´mi
promeˇnny´mi modelu, viz obra´zek 9.2 jsou:
• sourˇadnice pocˇa´tku prutu x0, y0,
• translacˇn´ı rychlosti pocˇa´tku prutu vx0, vy0,
• u´hly natocˇen´ı d´ılc˚u ϕi,
• u´hlove´ rychlosti d´ılc˚u ωi.
φ0 ω0
0 x
y
vy,0
x,0
φ
φ
1
2
ω
1
ω
2
v
1
0
2
Obra´zek 9.2: Model volne´ho prutu.
Aplikovany´ model zapsany´ v maticove´m tvaru ma´ na´sleduj´ıc´ı podobu:
M
d
dt
(v + ω) = Qω2 −Kϕ−Diω −De + A + F,
d
dt
ϕ = ω,
d
dt
s = v,
(9.2)
kde v, ω a ϕ jsou vektory stavovy´ch promeˇnny´ch syste´mu - translacˇn´ıch rychlost´ı, u´hlovy´ch
rychlost´ı a u´hl˚u jednotlivy´ch d´ılc˚u.
Matice M je matice hmotny´ch moment˚u setrvacˇnosti d´ılc˚u. Lze si vsˇimnout, zˇe prˇi
maly´ch maly´ch deformac´ıch prutu z˚usta´vaj´ı jej´ı hodnoty prˇiblizˇneˇ konstantn´ı, cozˇ prˇiblizˇneˇ
odpov´ıda´ linearizovane´mu rˇesˇen´ı - momenty setrvacˇnosti d´ılc˚u nejsou za´visle´ na deformaci
konstrukce. Matice Q je matice transformacˇn´ıch moment˚u setrvacˇnosti. Jej´ı hodnoty zrˇejmeˇ
rostou s deformac´ı prutu, matice tedy prˇedstavuje prˇ´ıspeˇvek nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı.
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Matice K je matice tuhosti prutu na´sobena´ tuhost´ı k rotacˇn´ıch pruzˇin spojuj´ıc´ıch tuhe´
d´ılce:
K = k

0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
1 −1
−1 2 −1
−1 2 −1
. . .
. . .
. . .
−1 2 −1
−1 1

. (9.5)
Matice Di je matice materia´love´ho tlumen´ı na´sobena´ koeficientem linea´rn´ıho u´tlumu cint
a hmotnost´ı d´ılc˚u m:
Di = cintm
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0 0 0 . . . 0 0
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−1 2 −1
. . .
. . .
. . .
−1 2 −1
−1 1

. (9.6)
94
Volny´ prut
Vektor De je vy´sledkem snahy vystihnout tlumen´ı vznikaj´ıc´ı interakc´ı konstrukce se vzduchem.
Skla´da´ se z translacˇn´ıch u´cˇink˚u vy´slednice tlumı´c´ıch sil a moment˚u tlumı´c´ıch sil k jednotlivy´m
kloub˚um modelu:
De =

∑n
i=0Dx,i∑n
i=0Dy,i
0
0
...
0
0

− l

0
0
sin(ϕ0)
∑n
i=1Dx,i
sin(ϕ1)
∑n
i=2Dx,i
...
sin(ϕk−1)
∑n
i=kDx,i
sin(ϕn−1)Dx,n

+ l

0
0
cos(ϕ0)
∑n
i=1Dy,i
cos(ϕ1)
∑n
i=2Dy,i
...
cos(ϕk−1)
∑n
i=kDy,i
cos(ϕn−1)Dy,n

, (9.7)
kde Dx,i a Dy,i jsou slozˇky tlumı´c´ıch sil vznikaj´ıc´ıch kv˚uli rozd´ılu ve mezi smeˇrem pohybu
d´ılc˚u a jejich u´hlu natocˇen´ı, viz bakala´rˇska´ pra´ce [25].
Vektor A zahrnuje vliv p˚usoben´ı gravitacˇn´ıho pole. Skla´da´ se ze slozˇky translacˇn´ıho
p˚usoben´ı a moment˚u setrvacˇny´ch sil ke kloub˚um modelu:
A =

0
M g
0
0
...
0
0

− gm l

0
0
(n− 12) cos(ϕ0)
(n− 12 − 1) cos(ϕ1)
...
(n− 12 − i) cos(ϕi)
1
2 cos(ϕn−1)

, (9.8)
kde g je gravitacˇn´ı zrychlen´ı ve svisle´m smeˇru, m je hmotnost d´ılce a M je hmotnost kon-
strukce.
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Vektor F vyjadrˇuje vliv sleduj´ıc´ı s´ıly. Zahrnuje slozˇku translacˇn´ıho p˚usoben´ı sleduj´ıc´ı s´ıly
a moment˚u sleduj´ıc´ı s´ıly v˚ucˇi kloub˚um mezi d´ılci:
F =

Ffollower,x
Ffollower,y
0
0
...
0
0

+Ffollower,x l

0
0
sin(ϕ0)
sin(ϕ1)
...
sin(ϕn−2)
sin(ϕn−1)

− Ffollower,y l

0
0
cos(ϕ0)
cos(ϕ1)
...
cos(ϕn−2)
cos(ϕn−1)

, (9.9)
kde Ffollower,x a Ffollower,y jsou slozˇky sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower:
Ffollower,x = Ffollower cos(ϕn−1 + υ),
Ffollower,y = Ffollower sin(ϕn−1 + υ),
(9.10)
kde ϕn−1 je u´hel pootocˇen´ı posledn´ıho d´ılce modelu a υ je u´hel imperfekce p˚usoben´ı s´ıly -
odchylka s´ıly od u´hlu posledn´ıho d´ılce, viz obra´zek 9.3.
0 x
y
φ
n-1
υ
Ffollower
Obra´zek 9.3: Pu˚soben´ı sleduj´ıc´ı s´ıly.
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9.2 Podmı´nky pro konstrukci Poincare´ho map
V prˇ´ıpadeˇ modelu volne´ho prutu je jisteˇ vy´zvou definovat rˇeznou rovinu pro konstrukci
Poincare´ho mapy. Volny´ prut se bez omezen´ı pohybuje prostorem, proto nelze zave´st jaky´si
pevny´ geometricky´ prˇedpis rˇezne´ roviny.
Uvazˇujme, zˇe bude rozumne´ sledovat pohyb posledn´ıho d´ılce volne´ho prutu, tedy kon-
struovat Poincare´ho mapu v rovineˇ ϕn−1 − ωn−1.
Prvn´ı navrzˇenou podmı´nku pro konstrukci Poincare´ho mapy ukazuje obra´zek 9.4. Ved’me
prˇ´ımku a spojuj´ıc´ı pocˇa´tek prvn´ıho d´ılce s koncem posledn´ıho d´ılce kostrukce. Da´le vytvorˇme
prˇ´ımku b, v´ıme-li, zˇe jej´ı podmnozˇinou je u´secˇka prvn´ıho d´ılce modelu. Nyn´ı jisteˇ mu˚zˇeme
sledovat u´hel ϕp,0 sevrˇeny´ prˇ´ımkami a a b.
φp,0
a
b
Obra´zek 9.4: Prvn´ı podmı´nka konstrukce Poincare´ho mapy.
Bod P o sourˇadnic´ıch
[
ϕP ; ωP
]
do Poincare´ho mapy potom zaznamena´me ve chv´ıli, kdy
u´hel ϕp,0 prˇekracˇuje nulu. Lze prˇedpokla´dat, zˇe bude nav´ıc vhodne´ sledovat derivaci u´hlu
ϕp,0 podle cˇasu a zaznamena´vat jen polovinu uda´lost´ı se shodny´m smeˇrem derivace. Dodejme
jesˇteˇ, zˇe zaznamena´vane´ u´hly natocˇen´ı posledn´ıho d´ılce budou relativizova´ny vzhledem k u´hlu
natocˇen´ı prvn´ıho d´ılce. Popsanou podmı´nku pro konstrukci Poincare´ho mapy lze formulovat:
ϕp,0(t) < 0 ∧ ϕp,0(t+ h) > 0,
ϕI = ϕn−1(t)− ϕ0(t),
ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕ0(t+ h),
ωI = ωn−1(t),
ωII = ωn−1(t+ h),
ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,
ωP = ωI +
(
ωII − ωI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.
(9.11)
Druhou variantu podmı´nky pro konstrukci Poincare´ho mapy ukazuje obra´zek 9.5. Soucˇa´st´ı
simulace numericke´ho modelu je vy´pocˇet sourˇadnic teˇzˇiˇsteˇ a u´hl˚u hlavn´ıch os setrvacˇnosti.
Vyuzˇijme znalosti sourˇadnic teˇzˇiˇsteˇ modelu a ved’me prˇ´ımku a jako spojnici teˇzˇiˇsteˇ mo-
delu a konce posledn´ıho d´ılce. Potom lze, podobneˇ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ, sledovat u´hel
ϕp,1 sevrˇeny´ prˇ´ımkou a a hlavn´ı (meˇkkou) osou setrvacˇnosti x1. U´hel posledn´ıho d´ılce zazna-
mena´vany´ do Poincare´ho mapy bude nyn´ı vztazˇen k u´hlu natocˇen´ı hlavn´ıch os setrvacˇnosti ϕg.
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φp,1
CG
1x
a
φg
2x
Obra´zek 9.5: Druha´ podmı´nka konstrukce Poincare´ho mapy.
Formulace druhe´ podmı´nky je tedy podobna´:
ϕp,1(t) < 0 ∧ ϕp,1(t+ h) > 0,
ϕI = ϕn−1(t)− ϕg(t),
ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕg(t+ h),
ωI = ωn−1(t),
ωII = ωn−1(t+ h),
ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,
ωP = ωI +
(
ωII − ωI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.
(9.12)
Posledn´ı z prˇedkla´dany´ch mozˇnost´ı plneˇ vyuzˇ´ıva´ potencia´lu vyuzˇit´ı hlavn´ıch os setrvacˇnosti
konstrukce. Uvazˇujme, zˇe zna´me sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ modelu a u´hel natocˇen´ı hlavn´ıch os se-
trvacˇnosti ϕg, viz obra´zek 9.6.
CG
-ω
-ω- g
g
φg
1x
2x
Obra´zek 9.6: Trˇet´ı podmı´nka konstrukce Poincare´ho mapy.
Jisteˇ je mozˇne´ numericky derivovat u´hel ϕg podle cˇasu a z´ıskat tak hodnotu u´hlove´ rych-
losti hlavn´ıch os setrvacˇnosti ωg. Derivac´ı u´hlove´ rychlosti ωg podle cˇasu da´le obdrzˇ´ıme
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hodnotu u´hlove´ho zrychlen´ı hlavn´ıch os setrvacˇnosti αg, tedy:
ωg =
dϕg
dt
,
αg =
dωg
dt
.
(9.13)
Jako rozumne´ se nyn´ı jev´ı zaznamena´vat body do Poincare´ho mapy ve chv´ıli, kdy je
zrychlen´ı hlavn´ıch os setrvacˇnosti αg nulove´, tedy u´hlova´ rychlost hlavn´ıch os setrvacˇnosti
je maxima´ln´ı ωg. Podobneˇ jako v prˇedchoz´ıch prˇ´ıpadech berme do u´vahy pouze uda´losti
s kladnou derivac´ı u´hlove´ho zrychlen´ı podle cˇasu:
αg(t) < 0 ∧ αg(t+ h) > 0,
ϕI = ϕn−1(t)− ϕg(t),
ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕg(t+ h),
ωI = ωn−1(t),
ωII = ωn−1(t+ h),
ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,
ωP = ωI +
(
ωII − ωI
) ϕp,0(t+ h)
ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.
(9.14)
Jizˇ nyn´ı lze prˇedbeˇzˇneˇ ohodnotit kvality trˇ´ı prˇedlozˇeny´ch podmı´nek pro konstrukci Poin-
care´ho mapy. Vy´hodou prvn´ı podmı´nky je jej´ı jednoduchost. Vypocˇteny´ u´hel ϕp,0 bude rela-
tivneˇ prˇesny´, nebot’ vyzˇaduje v podstateˇ pouze hodnoty zna´my´ch stavovy´ch promeˇnny´ch ϕi.
Pot´ızˇ´ı, kterou lze cˇekat, je nestabilita u´hlu u´secˇky a jako prodlouzˇen´ı prvn´ıho d´ılce. Bude
uka´za´no, zˇe d´ıky slozˇite´mu kmita´n´ı prvn´ıho d´ılce, potazˇmo cele´ konstrukce, bude z´ıskana´
Poincare´ho mapa (oznacˇme ji jako P0) obsahovat v´ıce parazitn´ıch pr˚unik˚u, ktere´ budou te´zˇ
splnˇovat pouzˇitou podmı´nku (9.11).
U hlavn´ıch os setrvacˇnosti se da´ ocˇeka´vat jednodusˇsˇ´ı charakter kmita´n´ı nezˇ u jednot-
livy´ch d´ılc˚u. Proto by vy´skyt zmı´neˇny´ch nezˇa´douc´ıch artefakt˚u meˇl by´t v mapa´ch P1 (podle
podmı´nky (9.12)) a P2 (podle podmı´nky (9.14)) omezen. Na druhou stranu je trˇeba mı´t na
pameˇti, zˇe prˇi vy´pocˇtu sourˇadnic teˇzˇiˇsteˇ a u´hlu hlavn´ıch os setrvacˇnosti je potrˇeba pouzˇ´ıt
sourˇadnice kloub˚u modelu, ktere´ nejsou prˇ´ımo stavovy´mi promeˇnny´mi a mus´ı by´t dopocˇteny
z u´hl˚u d´ılc˚u ϕi. Takovy´ vy´pocˇet jizˇ bude zrˇejmeˇ zat´ızˇen veˇtsˇ´ı chybou nezˇ v prvn´ım prˇ´ıpadeˇ.
V krajn´ım prˇ´ıpadeˇ mapy P2 je pro posouzen´ı podmı´nky (9.14) zapotrˇeb´ı u´hel hlavn´ıch
os setrvacˇnosti ϕg jesˇteˇ dvakra´t numericky derivovat podle prˇedpisu:
f ′(t) =
f(t+ h)− f(t− h)
2h
, (9.15)
cozˇ mu˚zˇe vna´sˇet do vy´pocˇtu za´sadn´ı neprˇesnost. Obzvla´sˇt’ prˇi potrˇebeˇ velmi dlouhe´ doby
simulace a mnoha pr˚unik˚u trajektorie rˇeznou rovinou.
Prˇi znalosti modelu volne´ho prutu lze da´le hovorˇit o skutecˇnosti, zˇe prˇi vlastn´ım kmita´n´ı
slozˇene´m ze symetricky´ch vlastn´ıch tvar˚u (kmita´n´ı zp˚usobene´ symetrickou pocˇa´tecˇn´ı de-
formac´ı prutu) nezaznamena´me na mapeˇ P2 zˇa´dnou zna´mku kmita´n´ı. U´hel hlavn´ıch os
setrvacˇnosti se totizˇ nijak nemeˇn´ı.
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9.3 Vybrane´ prˇ´ıklady
Pro numericke´ simulace byl pouzˇit model volne´ho prutu de´lky L = 5 m, jednotkove´ hmotnosti
M = 1 kg a tuhosti EI = 1 Nm2. Volny´ prut byl rozdeˇlen na deset tuhy´ch d´ılc˚u. Hodnota
koeficientu linea´rn´ıho tlumen´ı byla nastavena cint = 0.1 Nm s rad
−1. K rˇesˇen´ı byla pouzˇita
semi-implicitn´ı Eulerova metoda s cˇasovy´m krokem h = 0.001 s.
S ohledem na zkusˇenosti s modely volne´ho a vetknute´ho prutu nebyla pouzˇita u´hlova´ im-
perfekce p˚usoben´ı selduj´ıc´ı s´ıly. Lepsˇ´ıch vy´sledk˚u je dosazˇeno prˇi vnesen´ı imperfekce pomoc´ı
male´ pocˇa´tecˇn´ı u´hlove´ rychlosti posledn´ıho d´ılce ω9(t0) = 10
−10 rad s−1.
Prˇed samotnou diskus´ı nad vy´sledky je trˇeba uva´zˇit fyzka´ln´ı charakteristiky pouzˇite´ho
modelu. Zvoleny´ volny´ prut se vyznacˇuje velmi malou ohybovou tuhost´ı EI, hmotnost´ı M
a znacˇnou de´lkou L. Tyto hodnoty byly zvoleny ze zrˇejme´ho d˚uvodu: prˇi simulaci je dosa-
hova´no nizˇsˇ´ıch hodnot zrychlen´ı, rˇesˇen´ı je tedy stabilneˇjˇs´ı a mu˚zˇe by´t prova´deˇno s veˇtsˇ´ım
cˇasovy´m krokem. I tak jsou numericke´ simulace cˇasoveˇ na´rocˇne´ − vykreslen´ı dostatecˇneˇ po-
drobny´ch Poincare´ho map trvalo pr˚umeˇrneˇ 36 hodin.
9.3.1 Vy´sledky simulac´ı
Jak bylo zmı´neˇno, pro konstrukci Poincare´ho map a bifurkacˇn´ıch diagramu˚ byly pouzˇity trˇi
r˚uzne´ prˇ´ıstupy, viz prˇedchoz´ı sekce 9.2. Bifurkacˇn´ı diagramy byly konstruova´ny pro rozsah
sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = (3.0; 8.0) N.
Na obra´zc´ıch 9.7, 9.9 a 9.11 jsou uka´za´ny bifurkacˇn´ı diagramy z´ıskane´ pomoc´ı Poincare´ho
map P0, P1 a P2. Bifurkacˇn´ı diagramy byly vytvorˇeny proveden´ım simulace s pocˇa´tecˇn´ımi
podmı´nkami ϕ0−9(t0) = 0 rad, ω0−8(t0) = 0 rad s−1 pro kazˇdou hodnotu parametru Ffollower.
Bifurkacˇn´ı diagramy jsou doplneˇny Poincare´ho mapami P0, P1 a P2, viz obra´zky 9.8,
9.10 a 9.12. Poincare´ho mapy byly vykresleny pro hodnotu parametru Ffollower = 7.0 N.
Lze konstatovat, zˇe vsˇechny prˇ´ıstupy ke konstrukci Poincare´ho map poskytuj´ı pouzˇitelne´
vy´sledky pro konkre´tn´ı ohyboveˇ meˇkky´ volny´ prut. Popsane´ nevy´hody jednotlivy´ch podmı´nek
se pravdeˇpodobneˇ v´ıce projev´ı u prutu ohyboveˇ tuzˇsˇ´ıho. Prˇedevsˇ´ım mapa P2 bude trpeˇt nu-
merickou neprˇesnost´ı v d˚usledku vysoky´ch zrychlen´ı prˇi kmita´n´ı prutu. Na za´kladeˇ prezento-
vany´ch vy´sledk˚u lze uprˇednostnit pouzˇit´ı Poincare´ho mapy P1 jako rozumne´ho kompromisu
mezi fyzika´ln´ım vy´znamem a prˇesnost´ı vy´pocˇtu.
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Obra´zek 9.7: Bifurkacˇn´ı diagram volne´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho map P0.
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Obra´zek 9.8: Poincare´ho mapa P0 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 7.0 N.
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Obra´zek 9.9: Bifurkacˇn´ı diagram volne´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho map P1.
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Obra´zek 9.10: Poincare´ho mapa P1 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 7.0 N.
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Obra´zek 9.11: Bifurkacˇn´ı diagram volne´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho map P2.
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Obra´zek 9.12: Poincare´ho mapa P2 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 7.0 N.
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Vetknuty´ prut
Model vetknute´ho prutu zat´ızˇene´ho sleduj´ıc´ı silou, viz obra´zek 10.1, vznikl u´pravou modelu
volne´ho prutu. V soustaveˇ pohybovy´ch rovnic byly zavedeny na´sleduj´ıc´ı okrajove´ podmı´nky:
vx0 = 0,
vy0 = 0,
ϕ0 = 0,
(10.1)
a za´rovenˇ byla zvy´sˇena tuhost prvn´ı rotacˇn´ı pruzˇiny, viz naprˇ´ıklad [5]. Odvozen´ı a oveˇrˇen´ı mo-
delu vetknute´ho prutu bylo rovneˇzˇ prˇedmeˇtem bakala´rˇske´ pra´ce, viz [25]. Podobneˇ jako model
volne´ho prutu, i model vetknute´ho prutu proka´zal dobrou shodu s analyticky´mi hodnotami
vlastn´ıch frekvenc´ı, pr˚uhybu, pootocˇen´ı a kriticke´ sleduj´ıc´ı s´ıly, viz [3], [17], [18] a [6], [7].
x
y
F
Obra´zek 10.1: Model vetknute´ho prutu.
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10.1 Vybrane´ prˇ´ıklady
Numericke´ simulace vetknute´ho prutu byly provedeny pro prut stejny´ch charakteristik jako
v prˇedchoz´ı kapitole. Pouzˇity´ model ma´ tedy de´lku L = 5 m hmotnost M = 1 kg a tuhost
EI = 1 Nm2. Prˇi deˇlen´ı prutu na deset d´ılc˚u je efektivn´ı de´lka konzoly Leff s prˇihle´dnut´ım
k obra´zku 10.1 rovna Leff = (5− 5/10) = 4.5 m.
Hodnota koeficientu linea´rn´ıho tlumen´ı z˚usta´va´ cint = 0.1 Nm s rad
−1. K rˇesˇen´ı byla
pouzˇita semi-implicitn´ı Eulerova metoda s cˇasovy´m krokem h = 0.001 s.
10.1.1 Vy´sledky simulac´ı
Pro vetknuty´ prut byly pouzˇity podmı´nky konstrukce Poincare´ho map odvozene´ pro volny´
prut v sekci 9.2. Bifurkacˇn´ı diagramy byly vykresleny pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly v rozmez´ı
Ffollower = (0; 4.0) N.
Jednotlive´ bifurkacˇn´ı diagramy z´ıskane´ pouzˇit´ım Poincare´ho map P0, P1 a P2 jsou
uka´za´ny na obra´zc´ıch 10.2, 10.4 a 10.6. Podobneˇ jako u modelu volne´ho prutu byly bifurkacˇn´ı
diagramy vytvorˇeny proveden´ım simulace s pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami ϕ1−9(t0) = 0 rad,
ω1−8(t0) = 0 rad s−1 pro kazˇdou hodnotu parametru Ffollower.
Pro porovna´n´ı jsou rovneˇzˇ nab´ıdnuty Poincare´ho mapy P0, P1 a P2 pro shodnou hod-
notu parametru Ffollower = 4.0 N, viz obra´zky 10.3, 10.5 a 10.7.
V prˇ´ıpadeˇ vetknute´ho prutu se zrˇejmeˇ osveˇdcˇily prˇedevsˇ´ım Poincare´ho mapy P0 a P1,
ktere´ poskytuj´ı velmi prˇehledne´ bifurkacˇn´ı diagramy. Obzvla´sˇteˇ mapa P0 ma´ vy´hodny´ fy-
zika´ln´ı podtext a vzhledem k fixaci u´hlu prvn´ıho d´ılce konzoly bude pravdeˇpodobneˇ fungovat
dobrˇe i pro jine´ konfigurace.
Uzˇit´ı Poincare´ho mapy P2 pro vetknuty´ prut je trˇeba zva´zˇit vzhledem k velky´m zmeˇna´m
sourˇadnic teˇzˇiˇsteˇ modelu a natocˇen´ı hlavn´ıch os setrvacˇnosti. Z´ıskane´ vy´sledky lze ale prˇesto
oznacˇit za velmi dobre´.
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Obra´zek 10.2: Bifurkacˇn´ı diagram vetknute´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho mapy P0.
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Obra´zek 10.3: Poincare´ho mapa P0 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 4.0 N.
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Obra´zek 10.4: Bifurkacˇn´ı diagram vetknute´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho mapy P1.
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Obra´zek 10.5: Poincare´ho mapa P1 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 4.0 N.
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Obra´zek 10.6: Bifurkacˇn´ı diagram vetknute´ho prutu vytvorˇeny´ uzˇit´ım Poincare´ho mapy P2.
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Obra´zek 10.7: Poincare´ho mapa P2 pro hodnotu sleduj´ıc´ı s´ıly Ffollower = 4.0 N.
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Kapitola 11
Za´veˇr
Prˇedlozˇena´ diplomova´ pra´ce se ve sve´ prvn´ı cˇa´sti zaby´vala aplikac´ı teorie dynamicky´ch
syste´mu˚ na modely mechanicky´ch konstrukc´ı.
Cˇtena´rˇi byl nab´ıdnut kompaktn´ı u´vod do problematiky dynamicky´ch syste´mu˚. Prˇedstave-
na byla jednotna´ terminologie a zp˚usob u´plne´ho popisu deterministicke´ho syste´mu. Da´le byla
studova´na stabilita rˇesˇen´ı dynamicky´ch syste´mu˚ a zp˚usoby posouzen´ı stability trajektori´ı azˇ
k obecne´ Ljapunovoveˇ definici. Rozebra´n byl pojem deterministicke´ho chaosu, podmı´nky
vzniku chaoticke´ho chova´n´ı a strucˇneˇ diskutova´n vy´znam studia deterministicke´ho chaosu.
Teoreticky´ za´klad pra´ce se pote´ zameˇrˇil na metody numericke´ho rˇesˇen´ı soustav dife-
rencia´ln´ıch rovnic a prˇednesl klasifikaci forem zat´ızˇen´ı, tlumen´ı a dynamicke´ odezvy dyna-
micky zat´ızˇene´ konstrukce.
Vy´znamna´ pozornost byla veˇnova´na nelinea´rn´ım jev˚um vcˇetneˇ chaoticke´ho chova´n´ı, ktere´
lze pozorovat prˇi numericky´ch simulac´ıch i u skutecˇny´ch konstrukc´ı. Byly prˇedneseny zp˚usoby
zkouma´n´ı vy´voje dynamicky´ch syste´mu˚, a to prˇedevsˇ´ım zobrazen´ı trajektori´ı ve fa´zove´m pro-
storu, konstrukce Poincare´ho map, bifurkacˇn´ıch diagramu˚ a baze´n˚u prˇitazˇlivosti limitn´ıch
cykl˚u. Uka´za´ny byly za´rovenˇ odpov´ıdaj´ıc´ı projevy druh˚u usta´lene´ho chova´n´ı a pouka´za´no
bylo rovneˇzˇ na prˇeka´zˇky, ktere´ se prˇi konstrukci takovy´ch zobrazen´ı objevuj´ı. Jako nezbytna´
soucˇa´st studovane´ problematiky doplnˇuje pra´ci u´vod do teorie bifurkac´ı, klasifikace jev˚u
ztra´ty stability a zkouma´ny jsou vlastnosti kaska´d bifurkac´ı.
Prvn´ı cˇa´st pra´ce uzav´ıra´ u´vod do frakta´ln´ı geometrie. Studova´ny jsou kvality geome-
tricky´ch u´tvar˚u jako sobeˇpodobnost a necelocˇ´ıselna´ dimenze. Naznacˇen je zp˚usob meˇrˇen´ı
frakta´ln´ı dimenze. Za´veˇrem jsou poznatky prˇevedeny na u´tvary vznikaj´ıc´ı prˇi simulac´ıch
dynamicky´ch syste´mu˚.
Druha´ cˇa´st pra´ce vyuzˇ´ıva´ teoreticke´ho za´kladu a ukazuje uplatneˇn´ı poznatk˚u prˇi simu-
lac´ıch konkre´tn´ıch numericky´ch model˚u. Prvn´ım a nejjednodusˇsˇ´ım modelem je model bu-
zene´ho jednoduche´ho rota´toru. Tento splnˇuje za´kladn´ı prˇedpoklady pro existenci jevu de-
terministicke´ho chaosu a d´ıky rychlosti vy´pocˇtu je take´ hojneˇ vyuzˇ´ıva´n pro demonstrace
v teoreticke´m za´kladu. Opodstatneˇny´m krokem je zarˇazen´ı modelu buzene´ho dvojite´ho rota´-
toru. Fa´zovy´ prostor se sta´va´ slozˇiteˇjˇs´ım a prˇi studiu chova´n´ı syste´mu tak ve veˇtsˇ´ı mı´ˇre
docha´z´ı ke zkreslova´n´ı.
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Na modely matematicky´ch kyvadel navazuj´ı za´stupci model˚u s mnoha stupni volnosti:
volny´ a vetknuty´ prut zat´ızˇeny´ sleduj´ıc´ı silou, ktere´ byly odvozeny a oveˇrˇeny v ra´mci ba-
kala´rˇske´ pra´ce. Podrobneˇ je rozebra´na problematika podmı´nek pro vytva´rˇen´ı Poincare´ho map
a diskutova´ny jsou kvality jednotlivy´ch variant. Je uka´za´no, zˇe diagnostika chova´n´ı slozˇity´ch
model˚u vyzˇaduje specificky´ prˇ´ıstup.
Implementace numericky´ch model˚u, na´stroj˚u pro rˇesˇen´ı, zobrazova´n´ı, barevny´ch sˇka´l
a ostatn´ıch soucˇa´st´ı pra´ce byla provedena v programovac´ım jazyce Java, viz [36], a v prostrˇed´ı
Eclipse Kepler, viz [37]. V ra´mci pra´ce nebyly pouzˇity bal´ıky trˇet´ıch stran a vesˇkera´ im-
plementace je vy´hradneˇ d´ılem autora pra´ce. Vzhledem k rozsahu pra´ce je implementace
prˇilozˇena na kompaktn´ım disku.
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Prˇ´ıloha A: Kompaktn´ı disk
Na prˇilozˇene´m kompaktn´ım disku se nacha´z´ı:
• elektronicka´ verze diplomove´ pra´ce ve forma´tu pdf,
• kompletn´ı zdrojove´ ko´dy numericky´ch model˚u a ostatn´ıch pouzˇity´ch na´stroj˚u.
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Seznam symbol˚u
xi stavova´ promeˇnna´ syste´mu
x(t) trajektorie
v translacˇn´ı rychlost
ω u´hlova´ rychlost
t cˇas
vx, vy, vz slozˇky vektoru rychlosti
O orbita
V Ljapunovova funkce
TLyap Ljapunovuv cˇas
Φ Opera´tor toku
D dimenze
P Poincare´ho mapa
ϕ obecny´ u´hel
a zrychlen´ı
m hmotnost hmotne´ho bodu
Ep, T potencia´ln´ı energie
Ek, V kineticka´ energie
k tuhost pruzˇiny
Ep,ts potencia´ln´ı energie akumulovana´ v translacˇn´ı pruzˇineˇ
Ep,rs potencia´ln´ı energie akumulovana´ v rotacˇn´ı pruzˇineˇ
g gravitacˇn´ı zrychlen´ı
l de´lka d´ılce, kyvadla
ai zobecneˇna´ sourˇadnice syste´mu
a˙i zobecneˇna´ rychlost syste´mu
L Lagrangeova funkce
k1, k2, k3, k4 koeficienty R-K metody
E modul pruzˇnosti
ε pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı
σ napeˇt´ı
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∇ gradient
L de´lka prutu
M hmotnost prutu
I moment setrvacˇnosti
n pocˇet d´ılc˚u
h cˇasovy´ krok
Ffollower sleduj´ıc´ı s´ıla
c koeficient tlumen´ı
cint koeficient materia´love´ho tlumen´ı
cext koeficient tlumen´ı vlivem vneˇjˇs´ıho prostrˇed´ı
am koeficient zohlednˇuj´ıc´ı rozd´ılne´ natocˇen´ı d´ılc˚u a smeˇru jejich pohybu
D tlumı´c´ı s´ıla
Fg gravitacˇn´ı s´ıla
g gravitacˇn´ı zrychlen´ı p˚usob´ıc´ı na d´ılec
f frekvence
Ω u´hlova´ frekvence
Fcr kriticka´ s´ıla
Matice a vektory
x˙,F vektorove´ pole, dynamicky´ syste´m
M matice hmotny´ch moment˚u setrvacˇnosti
Q matice transformacˇn´ıch moment˚u setrvacˇnosti
K matice tuhost´ı rotacˇn´ıch pruzˇin
Di matice materia´love´ho u´tlumu
F vektor zat´ızˇen´ı sleduj´ıc´ı silou
v vektor translacˇn´ıch rychlost´ı
ω vektor u´hlovy´ch rychlost´ı
De vektor tlumen´ı vlivem vneˇjˇs´ıho prostrˇed´ı
A vektor vlivu gravitacˇn´ıho pole
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